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ЧЕ EE ai 7) Жел REIR] LE ЖИ „ЛИН — 5 Е п] (8 , (А 4, 
有 一 些 效力 较 大 ， 适 应 面 较为 广泛 的 方法 。 下 面 所 谈 的 就 是 其 中 
一 类 方法 。 其 步骤 如 下 : 

1. 选 定 一 个 适当 的 函数 空间 . 

2. 定 出 一 族 函 数 映 象 . 一 般 是 用 线性 定 解 问 题 逼 近 这 一 非 线 
性 定 解 问题 。 建立 起 解 与 给 定 变 元 间 的 喘 象 ， 

3. 征明 此 映 象 族 有 一 不 动 点 ， 得 到 非 线 性 定 解 问题 的 至 少 一 
ЛЖ. 

4. 解 性 质 的 研究 。 由 第 3 步 得 到 的 解 一 般 较 粗糙 ， 再 进一步 
研究 此 解 的 光滑 性 等 . 

第 1 步 多 半 是 选用 某 种 Banach 空间 ， 如 С° 空间 ，Co6oneB 
空间 等 ,以 及 第 2 步 对 线性 定 解 问 题 作 研究 , 均 可 参阅 [49]。 第 3 
步 不 动 点 定理 , 常用 的 有 压缩 映 象 原理 ，Leray-Schauder Hi H 
招 扑 度 定理 等 。 由 于 许多 书 都 讲述 这 些 不 动 点 定理 ,我 们 就 不 讲 
f. 第 2, 3, 4 步 都 用 一 定 的 估计 (包括 先 验 估计 ), 因 此 下 面 我 们 
主要 讲 估计 方法 . 

非 线 性 偏 微 分 方程 定 解 问题 的 其 它 解 法 ,在 此 也 稍 提 一 下 ， 

非 线 性 偏 微分 方程 定 解 问题 作 某 种 变形 ， 化 为 另 一 类 问题 求 
解 。 其 中 很 吸引 人 的 是 化 为 非 线性 变 分 问题 求解 巴 。 它 能 解决 较 
多 的 问题 ,但 也 受到 相当 的 限制 , 即 原 非 线性 方程 必须 是 某 一 变 分 
问题 的 Euler 方程 ,这 使 方程 系数 受到 较 大 限制 

用 半 群 方法 解决 非 线性 发 展 方程 的 菏 些 定 解 问题 、 也 能 使 较 
多 问题 得 到 解决 和 。 但 也 受到 相当 的 限制 , 即 方程 连 初 、. 边 值 在 


f | ° 


内 要 适合 半 群 性 质 ,区 域 也 要 适当 规则 等 . 

XR HEN E. | 

由 此 本 节 下 面 所 叙述 的 仅 是 一 类 解决 非 线 性 定 解 问题 的 方 
法 , 即 所 用 工具 主要 是 不 动 点 与 先 验 估计 的 方法 .对 拟 线性 方程 是 
如 此 ,对 完全 非 线 性 方程 , 更 扫 广 了 一 般 极 值 原理 到 Александров 
型 极 值 原理 ,使 得 做 先 验 估计 方面 更 为 有 力 一 些 ， 
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第 一 章 ” 具 散 度 结构 头 部 的 二 阶 拟 线 
性 抛物 型 方程 的 第 一 边 值 问题 


io 为 Rs 中 的 有 界 区 域 , 了 >0. # Q = 9 x (0, T] 中， 
考察 县 散 度 结构 头 部 的 方程 


Su к= и, — >; < (а;(х, ‚и, 451) ) 
' x; 


+ a(x,1, > lz) 77 0, (1 < As n) 
与 初 . 边 值 条 件 
и\, = ф(х), (хє Q), 


и|$ bis, | 
Ki S= ðQ x [0, T], p, ó Y 5E 55 БЕЈ. 50 
满足 条 件 (А): 
теѕ[К(о) N0] < (1 — h) теѕ К(р), 0 <6<1, p< (А) 


其 中 K(o) = {|x 一 zol <р, хє 80}, Oo 53 a ЮЖ. 对 系数 
а; ,4 的 条 件 将 按 需要 逐步 给 出 ， 要 证 明 上 述 初 、 边 值 问题 解 为 存 
在 唯一 . 


$1 解 的 有 界 估计 与 Ha6lder 条 件 估 计 


进行 先 验 估计 . ue CG), 于 2 内 为 第 一 边 值 问题 的 解 ， 
В а, O^, 94 9® 当 变 量 有 界 时 为 有 界 。 则 有 
Op; Ou Ox; 
X31 Hall [i< n), а 满足 条 件 
Оа; 


$ с 
ОР; 


Ë E, | рео 之 Ü, p = (Раз "ә bs) 


_ < Oail x, t, u, 0) 
^ | 之 Ох; 
v(x, 1)€ О, 其 中 常数 b 220, Ь,:>0, 则 解 的 最 大 模 可 估计 如 
F: | | | 

max|w(x, ))| < min г! r [max |ба, t)| *( ^ y" = M. 


б, 
其 中 0*0 =Q x {: = 0}US, 
证 ulr, г) == 0, 定理 显然 成 立 , 故 可 设 u(x, г) £0, {р 
变换 u = ve" (b 为 常数 ), 估 计 el E 0) 的 最 大 值 。 由 于 方程 


+ a(x, P. И» »| 之 — Бш — b. 


Qa; Оа; Оа; 
f -二 一 xx 一 一 x 一 一 + а == 0 
“ Әр i guts K: 
化 为 А 
| 1 Oi fp 
? (22), + bv 一 2 2, Әр, (2 ) : ， ¿zi + > 22 оо 
1 Оа; 2 | і 2) —bt 
— — д х; 十 UM A = 0, 
7 ө?" TT 2g)" 


oo 去 0) 在 8 中 的 最 大 点 不 在 0*0 上 时 ， 于 此 点 处 , vx, 一 0 
(1<;<n), (2), 20, E p (o), < 0. Ж 


да; _ vo 
—— a | set — e P bu? + b) 


b? < | 


< bv! + b, 
故 有 


|< (2). 
与 边界 条 件 结合 得 


le < max |12] * ( bz ) | < max PET 
n 9 9* V5 — b, nr b — b, ? 


maxjulx, 1)| < е7 max| ç] « е”? | max uz, 4)| 
Ó ^ 9 2 


У b > b, W min, 定理 证 毕 . 
作 Holder 条 件 估计 ， 需 再 假设 存在 正常 His Yis ,使 得 当 
(x,:)€ O.|u| < M, po (pu Pa) E R° ү, РТР Е: 


2, a. ty us рәр; iplo dams 2. 
ax, fs U, p,)| (1 + ipl) + |a (x, f, t6, РӘ | 
š бо, 


< PAG + pl. 
Lu = 0 ЗЕ (х, 0 FORS, 4 Е, BR л(х,/)є 
Wi(Q), 得 
| ula, Dale, Dde + | Саба ty я, me Gr 0) 
+ а(х, 1, и, u, )n(x, :)ldx = 0, 
ДИ w(x, 1) = [ulx, z) —&I*C GO, k t$, COGO 为 于 天 (p) 一 
{х||х— x| < ot (e О) ДЖ 5 E B LET PRU, > UE ne 
ЙО), HR А 2 max w(x, 1) BIT, id АО) == (z€ Кө) П 
Qiu(x, 1) > k). HERE: 


10. | (u — А) dx + v, | | Vu |' Cx 
2 Or . 4, PD "o 


< |, D + > a; (u 一 k)2Lt., 


+ |a(w 一 peli dx <| LU + m — К) 
4, o 
. [2z|velC| Vul + 1) + CI vul? + 1) 1]}4х 
«| [P+ dvu] Det oí — ЮУ! 
4, p? 


+ (ú — DV? + Dg dx, 
上 式 中 正 数 е 可 以 任意 取 定 。 我 们 取 大 使 


max [u(x,t1) — k] < J| = 8, 
1и, 


К(Р 


取 в == 6, 注意 到 截断 函数 “和 1, 由 上 式 得 : 


0 | (м — kY ldx + | | Vu| 2624ж 


Ө: 
‚р? 4,, oO 


< || 


k Z maxi sup u(x, t) 一 à, sup u(x, t) j» 
£€kKCe)no x € K(P)[f15 


(u — k) |V| dx + mes КО], 
"a 


其 中 
Ү == Tum, Vis M). 


32] Gua tm) (vul pas 


kp? (Bye 


« [| 


B, = {хє К(р) ПО |«(х,:) < k), 
| k< min| inf s(x, 1) + ó, їп! s(x, t)) 
| хеК(Р)ПО хеке) 5 


(и — А) | YE [4х + mes в,.,00), 


k o(? 


其 中 


因此 
иЄ @,(9, M, Vis T, D 0), 
n un 


28, PRAE 49) DU; ERE 55. 由 对 0, RAR 
性 质 的 研究 得 到 解 的 Holder 条 件 估 计 ， 即 存在 4 0 使 |i。o 
可 由 M , vi, m, 00, ao 与 jullg,aro iir. Am 
Walo = sup |w(z, 2) | 
(zstjeg 
su Iu(x, 1) — u(x', )| 
(ж,2),62727)0 (|х x? + |, — |)" 

AS B. 

如 仅 考 虚 内 估计 , ME О = 9° x [s, ТОСО) rh ful, 
可 由 M, v, m 555, 400, д9) (А. 


e ú ° 


52 Ош 的 有 界 估计 


HAT Vu = Du = (u, > `°, M.) HUE Ж 估计. 设 当 (х, 
1)e Q.lu| < M, рє R° WE 


(М) < Резо P) кш, < (муз, vie Re, 


(1 + 1217) 


да, 
Op; 


да; 
ди 


Х11а:(х, t n Р) + Рр) + lal + У) 
(+ ||) + D|] < uon) + |р”). 
i.k 


+ > Өх, 


又 假设 s| s = 0。 这 一 假设 基本 上 不 限制 一 般 性 ， 因 为 一 般 是 
“|s = 5, i @ó uj R 8o LEE wxyrecCcxO)， 则 用 
u(x,t) — (x, 1) 代替 u, 而 考察 这 一 新 的 B WT, 
在 上 述 假设 下 , 先 估 计 01У о. 10062926 95 
|, Lule" — 1)4х = 0, 
4 为 得 定常 数 。 分 部 积分 得 
1 д 


一 —— | ( e^* — Au)dx + | [Sadhu e” 
à О Ja 9 ' 


+ а(е** — 1)]dx = 0. 
上 式 对 + 再 积分 ,应 用 由 Y се E > Е SHORT 


Zaipi = >; mE ata р) Pb, 十 Хах, 1, u, 0)р, 
] 


之 2121. С, 
(下 在 0 与 和 之 间 ) 以 及 | < а(1 + pln 48. 


t i 
24 | | Vu |'e^"dx dr < c | | e^"(1 + 1 + {уи | dx di 
2 4940 020 


+ - 


L| (¿lu — e*")dx| , 
А Ja 0 


人 


IX ¿= 4C[v 得 : 
Ll. |Vul'dxd: < М, Wi€[0,T]. 


再 估计 | [ун | td, 1€ 10, T], 0 í< 34/2( 为 了 下 面 的 


应 用 ,人 到; < 3л/2 已 足够 ). 
先 作 内 估计 ， 设 中 心 在 8 内 的 球 K(2p)C9. Ж ТРА Ж 
tlr) E TC) = 0, 当 x& K(2p0), #% 


fal 


暂 设 un, 与 Diu 为 连续 ， 下 信人 部 机 分 得 


1 | +2} = | | | da; 
4 ——— 
25 + 2 2 Küp) [Ун : х p=) + ü 4# КО2р} > ахь 
| e Vul unt) —a £ ОДЕ] dx = 0, 
х, 


H T ЕА Pe X Н Ош, ЖОЕЛ M SK B 后 知 对 ue C(O) 
为 成 立 ， 由 于 | 
da, = `` да; да; Оа; 


ы Urix + 一 一 их , 
dx, ^ Ou ^5 Bu “` Ox, 


РИ ( Vu "uy E?) = (Va| иб" 


(| Vu|” urg )dx = . 0, (s > 0). 


+ 25| Vul aHa t: eH yU) + K “a, 2er, 
代入 上 式 并 应 用 2а5 < ва? + b/e 得 : 


| š š 
1 | | Vul = "Ux LINT Au Vu |” 


2s + 2 -Kae 
да; - 
° Ux axi nuni T 2 | Vu | ü ЖУО; dx dt 


xj 


l1 2$ 2 2 1 25 3 1 
«c [Ju [evt ase + vanta + z 


+ oval" val! УД аа, 0<в<1, 


=й 


C,— C(&( M).»(M),s). id уи шкы, = о Җир ә==|р|!/2., 
Ë 


ДИ e 使 Css —v/2, 由 上 式 得 
T] 
s -+ | Ј кор) 


£ A 


| К(2р) baz 2 Kd 


f 
|u| "Ux | + > | 
Ü 


0 


“j 
+ 4s| Yu” 51 2d ded: < C,| | ТАЕ 
Ü J K(2p) 


t 


+ |Vu|*t |V|’ ]ldxdt + C; mes K(2p) 一 ， (i; 
p 


由 于 
| Vul” dx 一 | Vu Sun [u(x, 2) 
Kilp) K(2p) 


= ul, luus m | абе, 0) — иб, 1] 
“~ [|Vu]| "Aat + |Vul Su, 2t, 
+ (2s + 2) [уи | Уи, и, „си,а, 
其 中 Ж К(20) 的 中 心 。 由 于 u(x, 7) 满足 Halder 条 件 , 导 出 


Паско 0) — Gs D] 为 有 界 。 故 由 上 式 得 


|x — х0 |° 
| Vel Слот (ушр 
K(2p) K(2p) 
+ Livaj” ун, + уи vel) ax, 
8 Р, N € 


НХ е ЛЧ ЕС, = 1/2, M4 р 1 时 由 上 式 得 : 
| |Vu|* dx < C; p 
K(1p) 
[ 


| ]kao 
J eME p 1E C" Co < oj2 成 立 ,结合 G). (2) 得 到 


1 1 г y (* 
КАШГ ОЛЕНДИ dva Xue 
s + 1 \ kan | МЕ: 0 2 Јо )Küp) | Vu] > “ кб dx di 


(ДЕ Dl + (уне) de, (2) 
LIT. 


£ 


< c, | " [уш] "EE + C, 
p) 


0 


(s 22 0), (3) 


` DO-A.: o = ie ee Tar A Re `r АКАНАЙ rns ilio a RO MIRARI т 


HX 5 = Lx o + pj|2', е + o[27),WJ33 s = 0 时 ,(3) AERE 
界 , 由 (2) 得 到 | | Vul Taede 有 界 ,因而 


t 
Q JKQ 


£ 
| | |Vsl dx 2: ER. 
K(3p/21) 


当 ， 一 1M, (3) 式 右 端 有 界 。 由 (2) 得 | 
界 ,因而 


z: 
| lvVulst/dxd: 有 
0 JK(3p/2) 


| m kak AF. 


0 


£ 
,| | Ivu|" dedo ER (0 < ; < +). 
K(o4 p/1* ty 


Ü 


КА (1) 得 
" | Vu | "dx = Cos (p < pos Ü < + < 50), 


其 中 о, Co 仅 依 赖 于 sos M, (M), v(M), « f Holder 条 件 系 
数 与 max |" (=) |. 

用 上 述 估 计 为 基础 ,可 于 K(p/2) x [0, z] = QCo/2) 中 估计 
IVul. id wlr, 1) = C(x, р, p/2)\Vul. 考察 积分 


i . 
一 | dt | У) Фи [Go — L) Cu, ldx = 0 
0 А р) k dx, 


AK Aalt) = f(x, 0€ К(р) |а 2 1), 这 里 常数 4 之 0. 
先 设 uui, Diu 连续 ,分 部 积分 ,再 取 极 限 , 当 ue C (О), 
ТАА У. 
1 


н) 


fmi £ да; d 

2 ИИ г) + | # | |> dx, dx; 
o н aX 6 Lo — L)Cu, de = о, 

上 式 中 第 二 积分 对 + 可 微 , 故 第 一 积分 也 可 微 ,微分 得 到 : 


1 0 | 2 | | ( Oa; 
一 一 一 — 4 )4 -一 一 一 
2 Ot Ха + | > . Ouz; d 


(w — ldx 


4,, o) "4,0 
Оа; 2а. \ 
十 — u, + — ) (Со, шик, + (ш А)и, | Q 


ә 10 ° 


+ (e —1)%2 д] +42 -Z v — tl] 
dx, 
° dx =a Q, 
由 上 式 得 : 
1 2| 


y í 
2 8: (w 一 À )'dx T 2 | Vw l2de + v 


4, p(t) 4, o? 
| w-d] x Ez 
41, ph) ú 41, o0 Ошу, 
° [wel P| „ — РАС: m 4)и,,266,,] 
Оа; 
Ox 


йе + ( — à)u, 


十 (w um 1)us2C0,.] — q — [ (z m À Ju: UC ldx, 
d, 


或 
| . 
zx | (w — AYdx 十 > | | Vw |*dx 
i A, o0? "А, pt 
< c| (|| + [уа | ус |2) 
4,000 


+ C'mesA,,, (t), 


其 中 C, C 与 p 有关， 但 当 我 们 取 (2/2) < o < py, Wit Ез 


А С, C' 仅 与 m“ 有关。 由 于 


rr 05.2 
| Ми |х < (| КОЕ? ° mes**! 4, (г) 
4, рб?) 
7H s 
< (| » умах) mes! *! 4, KO 


<C mes "t: 4.02), 
з — — 1 < + < 2, NIE s> 0 使 上 式 成 立 。 因 此 得 到 


Hd 


Io. 4, p 


< C mes. 


(w — Ads + > | |у |245 
4 4, o (P 
-2ye 


A.U). 


° 11 ° 


е, Ж MESI RIS. 
w" тт са: а "онча Pian ЕНУДЕ ERA ИНН ЫЬ electric ii up RE oU UNE" ARCET REED ina 


应 用 [491 抛物 型 方程 部 分 $ 5, 由 线性 弱 解 证 明 * 为 有 界 的 证 
法 ,由 上 式 得 到 ess зорив EL Jr, Bl esssup|Vu| f Q(o/2) = 
K(o[2) X [0, T] 中 为 有 界 。 因此 除了 近 侧 面部 2 #F| Vul 25 Н 
jr. | 


要 证 近 侧面 部 分 中 Vu 也 为 有 界 。 先 证 在 侧面 上 Vu YER. 
HF uls = 0, 因此 仅 需 证 аи ,为 有 界 即 可 (N 为 5 的 内 法 线 方 
向 ). 为 此 要 设 006 C’, 证 明 8u/6N 在 $ 的 小 片 5, 上 有 界 ,经 自 
15 8 х = x(y) 的 双方 韭 奇异 变换 把 这 小 片 化 直 ， 而 Lu == u, — 


(De 


+а) 0, a = 4 十 


Xe, 4 (2H), oy TI. 变换 后 的 变量 仍 记 为 x， B. 2 3 1070 
dy; Ox; 


a, 侧面 上 被 直 化 的 小 片 S, = 20, X [0, T] 设 为 在 加 一 0 上 , 且 
可 设 0QN0Q, 全 在 x*。 > 0 PN. 
u = и, — У e.a 


dx; 
Əa; ða; Oa; i 
ENER t -— — PIT. " нышын Mei j 1 == 0 


经 变换 u 一 plv), 因而 Wx = Vrs Hy rj = P Un + Vv, 
Su == 0 ÍV. 
Oa; " Oa; 
L NEN —— i T. w——s K. — z: 
(“, v) v 一 2, 0p, ^ j " 之 Өр, ;?sj 


і j 


-二 (人 ba 596 a) 
, Ox; / 


Qu 
Әз. 
=»— орч + F — 0, 
ER 9 fit p > 0, o" < 0, N 
F > — L ›|уе|+ aive) 
p P 


== (— foy зир") уо. 一 За. 
一 一 Ф -一 P 


um ' a ' pl PUR n e mapan H chem pe л ар д Uo md ir п]. ы 


取 P 使 pg(0) = 0, — T » 一 3uq' > 0, 例如 取 


За 
PO) = 3 leg (1! +), M| e= lte’ , s| + = 0, 
LP 2 3AM 
F> — 3 — — Эи „; “> — 2 = 
p y y 


ЖБИ v(x) 十 me **(m > 0), 由 于 v1s 0, и + me *" 
# s 上 的 最 大 值 只 能 在 S, 上 取 到 . ЖЫ т — Z e, d 2) Q fJ E: 
径 , 则 v 十 me *» 于 8 中 不 取 最 大 值 ， 这 是 因为 : | 


y; да; 


(v + me **),is; — (v + me *7), 
Ӧр; 


і 


= F + т s e tn 2 С + тре = C > 0, 


因此 ç + me*a Oni AB IX BEZE S БН], ES 上 它 为 
Ж m. HES: 
Ov 


3 TEn era — < 
Ox, (v + me se) $, Ox, |5, 7*0 
即 , 
2 M 
sup Do < m = 18и Жыга 
s, Ox, y? 
再 按 
ди | z (оу — =; 9v 
Ox, s, M 52 Зи Әх, 
HER. 


EFR, R u= plo) = log —— šE 


1185. AEIR T Vul T SHE. HEIA 55а | Val 于 
SSH, 

再 估计 "n d vul? de, 0K < Т, 0< s< 3n/2, = 0 
ПУЗ ЕЛП S > 0 的 情况 稍 作 区 别处 理 。 先 看 一 0 的 情况 。 记 
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nn 


кй -e conma e 


sup | Vw| 一 sup e = M, iü 9,, = К(20) ПО, 并 设 K(2p) 


的 中 心 在 80 L, за 


0, |vu(x, ,)|2 Mi, 
b(x,1) = 41 vul! —c2Mi, Mi< |vx<]'”' < Mi + 1, 
l, Va|? > Mi+ 1, 


HJ bls = 0, 601.0, = 0, 其 中 TO % KG) 的 截断 函数 。 由 
一 |. |: 2; Lu- — т, да == {) 


及 
ыраа = Hol — (Iplb ds ВР — | (2 + ME)bds 
= Р Ž — Mb 
得 | | 
i) (191% — P _ мі} Cdx 
2 2 0 
; да; Oa; Баг ) 
— ; —— их хх; 
+ | ‚| „2 [i ди,; “ае t ди ` Ox, (w. a| +U. 
+ а... + 2и,,2665,,) + (a Aubl + u, b. š 
+ УУ] dxdt = 0, 
因而 . 


Oa; 
- Hs zj кє? S dx di 
9, , Ou, | 


i| умах] + S 
2 49, | 2 20 


f | 
+ n | 之 да, brbrib dx dt 
4 7074, Ou, 
/ b 


2 = 
| | Vu |! bL dx | = + i| 1 一 十 м) c: dx 
9 2 Јо 2 


< 1 
2 


ec (y печад + с | | Ivu BIYE deds 


2р 


i 
+ C | |, | vul ‘oidx ar, 
0 Ja, 


其 中 9;, 为 0, |у‘ < M; +1085, H+T0=< ¿< 1, 上 
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TO CMM ERAS Co em novos uni fa RUE pp à Hg CRI гр alto РРЦ 


式 右 端 前 三 项 为 有 界 , 第 四 项 由 于 | | vuled < c жг, 
为 了 估计 最 后 一 项 ,应 用 Holder 估计 max [u(x» )| < Со 分 部 
积分 得 : 
Ja уара = | ,Dl Vul BL da 
—— | “даун + 2E snas PU 
+ Xua | vu bed + 32u, уч, Me 


< Cih, Ost + ПУР 4 
1p 


十 oe), уи |6245 十 Cis 


1 
= mi 
H e in (52 8CC, 


NA 由 上 面 二 式 得 出 
»n АРЕНИ (Eih s bU 


+ | vbl t dedi < Cas 
由 此 见得 


IVulDdx < С, |. Yuld: < С. 


20 


估计 | набе > 0) 可 稍 简单 一 些 , 由 

t n 4 
— | dt P 2, Lu dx, 
出 发 即 可 ,其 中 Av. G) = (z€ K(Qo)nol|vsl > Ma}. 


{к (4 2\na} x [0, T] 中 估计 max! Vul КИЕВЕ — 


样 , 把 所 得 绪 示 写 为 : 
定理 2 当 解 иЄ C^(Q), max |a | < М, Qe C’, а;„а iP 


[(]Vvs |° — Miyu, b’ lde = 0 


ju 
да; 


(M) S 2, p, 08 KOMIEN Vie s 


| 15e 


н 


кеа e VD EN | + > (1+ |р|?) 


p 


< а(М)(1 + |217), 


则 max | V | < " M, 可 由 М, sux uc, 0)], n, v 及 09 的 
O 2 

CREAN. w D C o 时 ,可 — 2 x [0, T] 中 的 maxi vul ij 

H M, p, Y, max|uls, 0)| É ë — d(Q', DG ) fà. 


$3 Du 的 Holder 条 件 估计 

再 考察 u (1 < ¿=< n) 满足 Holder 条 件 的 问题 。 方程 

u = u, — ©) P" a; (x4 1, wu, Hy) + alx, t, и, zk) == () 

x; 
对 xi 微分 并 记 ws 一 v 得 : 
_4_(_да; , Oa , O04 \ 
2. (24 ди. os + ди ev Әх; Bua) 0, 
这 是 4 HRA ERI Ж ТЕЛ ЖЕ, 此 tz, € 20, M;, Y23 Dis 
co, 0), EP Ya v; [X E53 M = max|ul, M, = max|Vw|, 

б 

Oa; 


V, 一 2, 


ii R«» 
да; Oa; -~ да,(х, t, t, Pk) 
ди” Öp, l’ mx (> * Әр, 23] j 
有 关 ， 由 定理 2 中 a; а 满足 的 两 个 条 件 , 知 仅 与 н, v, М, M, A 


ж. | 
因此 存在 Í > 0, {#|и„,|„о, 为 有 界 ,a 5|l«luo 仅 与 上 述 量 
Kl|u (z, 0)|，4(9'， 89) 有关 ,其 中 C9, Q' = 0 х [0, T]. 
内 闭 的 结果 不 够 用 ,还 要 得 到 wx;(1 < í< n) 近 边 的 Holder 
估计 ， 直 接 得 到 近 边 的 估计 有 困难 ,因为 边界 S$ 上 ôu ON 是 否 满 
Е Hilder 条 件 是 不 知道 的 。 克服 这 一 困难 的 办 法 是 先 证 u, X 
wz (т 表示 切 向 ) 都 满足 Holder 条 件 , 再 导出 ди/ ƏN 满足 Holder 


* 16 ° 


T E 
证 明 v, 为 有 界 及 满足 Holder 条 件 记 添加 一 些 光滑 性 假说 如 
T: 

uc C(O), M (x, )eQOlt,lu < тах |а | < M, 


p| = (Xi? < asxlwz| < M, 


Хі a;l Xy t, u, рк) (1 < í < n) Sar, 1 и, рь) 对 :满足 Lip 
ARTE. а; 对 x, u, pi 可 微 , a и, P. 可 微 。 当 (z, £), (x, + 
h)E O,lul SM, \Р| SM, 1& „рс а, 

да; да; да; Oa да 


max x — —^. 0, "P" 
ОР; Ow 


Ән” ðr; 


a;(x, t + h, и, Pr) n a;(x, г.и, bP.) 
3 
A 


a(x, ++ h, u, P.) 一 a(x, la t, 2 < C(M. M), 
Ë 
DE 2»M,M)IE* Vie К", »(M, M) > 0, 
{ 


引 理 1 当 上 述 条 件 满 足 时 ， max |u| 8 ZR iX A D 5 
max |u, M, M, C(M, M), »(M, M) AX. |t: oo Ж 
с> 0 为 有 务 ,5 与 Holder ЈУ УЕЙ E K d(Q', 00) 
4X (ЧИИ). 4030 W Е (А), H u, FƏ*Q 上 满足 
Holder 0, Да, | о AR, a 及 Holder ЖРО TI ELEAR RE, 
|а, |в, eo*(8 > 0) 及 条 件 CA) BJ ao, Oo 估 出 ， 

证 T Q+, 中 考察 差分 变量 

ЄТ 1) === " [и(х, 1 + h) m u( x, 1)], 
方程 
<и = и, $474 а = 0 
dx, 

XP z (EX AT EXC 


Аи = Ov | d Аа А. Аа _ 0, 
А ât dx; h ñ 


其 中 


Sli a =a 一 一 Y (aix, t + h, и(х, t+ А), TRAET + В)) 


— as. P, u(x, t), TREF t))) 
- L| D aila, о, тиба, c) 

+ (1 — r)u(z, 1), ти x, t + h) 
| + (4 — Dua, 1))dr + 2 lain, t 

+A, u(z,1), u. (<, 1) — a, (x, t, u( x, t), PCR ())1 


0 ! O 
=l. eden, Bu Cas (p | 
E У} Gijfhx; + bir + dis 
і 
同 法 得 


AE = Уст + evs + d, 


ү, 


故 得 
如 一 开元 (2 2, pa + ko + di) 
dx; ` `” 


Oz 
+ Sewn + cu, + d = 0, 

这 是 v 所 满足 的 线性 抛物 型 方程 , 具有 界 系数 ,系数 的 界 与 
h(0 天 4< 委 届时 ) 无 关 。 严 格 地 说 上 式 写 法 不 是 真正 的 等 式 ,真正 
的 等 式 要 写 为 积分 式 。 但 线性 抛物 方程 的 弱 解 正 是 用 积分 式 定义 
RS. 

应 用 线性 抛物 方程 的 结果 , vs 有 界 且 满足 Holder 条 件 (对 
h 一 致 )，4 一 0 时 就 证 明了 引 理 1. | 

再 考察 us,(1 k< n) РО Holder 条 件 的 问题 。 内 
闭 加 近 底 面部 分 已 证 明 为 真 , 因 此 仅 需 考察 近 侧面 部 分 . VE OQ e 
C^, 做 自 变量 的 C? 双方 非 奇 变换 * — y 使 99 的 小 片 变 为 和 一 0 
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Uv id 


上 的 小 片 80,, 设 00, х (0, y") 在 变换 后 的 区 域内 (变量 :不 考 
起). 设 为 89, x (0, y) 中 具 紧 支 集 的 函数 ,方程 wm 一 瑟 52 十 
(m OR (їс 1 n — 1) 218. 


-|, [-z £ (2 8.) (a + ш) SL. 
И; Б> 3 == — (at) SE Jày 
-| > 


F> 95, ӨБ 9 Um. 
dy, 05," "y, Өх,Әуџ 


+ а, 98 9Ј _ (a + u) 05 БЕЛ ду 
Әх, Әу, 
- (6 t x ) * аы + oy 
tu oL tU 9n 
— (a + 9) o dx, |. (4) 


其 中 了 一 Dulce, 上 面 最 后 等 式 的 成 立 ,是 由 于 


Ox, 
Мјур "t LET y 
2 Óx,, O'r,, 
s Hx X QE _ 
ЫЙ (> m ду, £i m" 1 ду "m 0y;Óx, 
因此 
Шо. жаш. — OX m 
"PH "ч m ду,Әх; ` 
我 们 记 
Ba,(z, t, и, uu) 
== ЫЛ d jj = O. ? 
ži 
Oa; O'x да, Oa; 
f mmm |- 1 7» 7H E wt u + быы. 
之 дшн, " Әу, Әх, ди " ду, 
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ИШЕНИ Л UT ran Л ННН 一 
"ea mma. TR лепта Ar елан TE Oe tle: e r 


Oy Өх, -1 OJ EL 
BA. t P. + u, ; 
Әх ду, Әу, tad Әу, ~ (a + n) 


ИП (4) 成 为 Е 
2, |. (3iajv.,; + fh) Es dz = 0, 
或 

> (Ха ^+; + fi) = 0. 


当 z БЕВ, е 是 具有 界 系数 线性 术 圆 方程 的 解 因此 由 于 边 值 
uloo 一 0, 故 vao = 0, 应 用 [49] 椭圆 型 方程 部 分 511 的 结果 
得 到 , 在 近 00, 部 分 ç 满足 Holder REF, B ay, , ж, LEE 
OQ, 部 分 满足 Holder Ж, Hölder 条 件 指数 与 系数 仅 由 引 理 1 
中 诸 量 估 出 ， 

还 要 导出 w, 也 满足 Holder 条 件 。 用 Holder 条 件 与 积分 
不 等 式 互 化 的 办 法 如 下 : 

以 890, 的 任 一 点 (yt +, -00) 为 中 心 , 2p 为 半径 作 球 
К, 记 Ky {Yn > 0) = 9,,. 6 A Ky TORNAR, E 
Ck = 1, WG £ = 2 (== и, (1 56 n)) PRA ç BH R: BJ XS ЖА 
式 得 : 

[400$ + ajo, tee, + fi( e C 
-0-:200,)]2x = 0, 


因而 
» | уо < s | (volgde + € | {у |da 
Уй, 9,, 8 2,2, 
+ C mes Qe. 
We = x/2. 并 应 用 
max] v| =n max [uy] < Ср" › [VE] < p? 
因此 得 到 |: 


|, vega Сот, 
[лена < сөн, 11, 2na), 
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12 Í Uv 5; 


由 方程 4 9% ~- (,4.,4)—08 u, {8: 
t k dy, Ох; 


Wy y. — 2j > бй уу, + 5, 
i=j jal 
biis b JAAR ТУ; 
|. | У?|?4у == \ | Vu, |?4у < Ср" 2+, (о uy )» 
{ЖЕРД v 到 y, < 0 得 到 


IVv|'dy << Cp» 2+9, 
K(p) 


上 面 证 明了 天 (p) 中 心 在 y, 一 0 上 时 , 这 一 估计 式 成 立 ， 当 
K(p) 与 因 一 0 不 相交 ;, 令 二 一 (z — v"), Kp v* р ede Klo) 
中 心 的 数值 , 同样 可 得 到 上 面 估计 式 成 立 ， 当 Кр) Ы y= 0 Ж 
5, К(о) 包含 在 以 相交 部 分 中 心 点 为 球 心 ,半径 为 2p 的 球 内 , 类 
似 地 也 得 到 上 面 佑 计 式 成 立 ， 因 而 K, 中心 可 在 00, 附近 的 任意 
点 使 上 面 估计 式 成 立 . 记 olp) 一 | 190 00149, 08 


i 
^ 2 
ele) < С Ë | cs КЕЛ Ф Ср" its. 
由 Соболев 分 解 式 , Vye K, Ж: 


у) h Dold 08) рга: 


imt K(p) | y — АЫ 


< c [^re c [esci 


+ (9—10) j” Ee (pas | < Cur. 
因此 Vy,, у,є К(р) 有 
Ie(y3) — oly) < 


(у) 一 |. Са) («)4г 


十 IM D (2)v (z)dz 一 (>) | < Сур", 


上 面 已 证 得 于 5, u, (< k< n) а WS E. Hilder 条 件 . 
us, 对 上 满足 Holder 条 件 由 下 面 引 理 得 出 ， 
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5| 理 2 M osciu,, K(6) QO) < ро", E K < n, xe ©, 
0 < z< T, = > 0. 

lulz, 2) — u(x, P)| < nl?! — |P, ve Q, 0 n, 2 Т, 
B > 0, 
Д] us, 对 z 满足 Holder 条 件 , 指 数 5 一 -和 系数 仅 依 赖 于 
а, 8, H, p 5 $ OQ x [0, T]. 

UE 00 r, e YERBJZREETE © INI, ju v — x = |= — 
x! |, 则 由 中 值 定理 得 ; 

и(а?, n) — ulat, n) == (= — x!) 24 (x! + 0( — x), г), 


0 -——0-1, 
их, п) — u(x , t) __ Ou (x! 2) < “|? __ х!|° 
х? — x! 0] ° ° 
同 法 得 到 : 
u(x', г?) 一 ибх, 22) КЕ Ou (x!, 2) < "IE EN x!|^, 
х? — xl Ol 
Еа Аин: 


Он, ү ， Ou ‚у à | 2 ' 


u( x^, 2) — ult, 2) — u(x', 0) + ux, г) 
X 一 x 
а — nl 
|? — x'| 
uA 
当 我 们 选取 [x — | = | — n] ita Rh, ERR. 

由 于 近 边 二 点 连 线 不 一 定 落 在 8 р, 因此 要 证 z, sms) 
满足 Holder Ж, 应 做 C 双方 非 育 蜡 变换 x = x(y), 把 OQ 的 
一 部 分 变 为 y, = 0 上 的 一 部 分 ,因而 得 到 ,在 这 部 分 近 旁 uw, (1< 
k < n) 对 z 满足 Holder 条 件 , 做 逆 变 换 并 作 有 限 覆 盖 。 得 到 wx 
(K= 1, 2 2) 对 上 满足 Holder 条 件 ， 引 理 证 毕 ， 

把 上 述 结果 写成 下 面 的 定理 (注意 到 证 明 wk 满足 Holder 条 
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+ 


eB. 
< 2u|x' — x'|? + 2g = 208 十 后 ) — |1, 


件 时 , 仅 用 到 z, 的 有 界 性 ,并 未 用 到 w 满足 Holder RH), 
定理 3 u(x, 1)€ C) 为 


da,(x, 1, u, их) 


u= и, — `; dx, + а(х, f. tt, 4,,) = 0, 
и\5 = 0, 
14|, == ф(х), (хє Q) 

的 解 ， 设 тах |u |= M, max | Va| = M, H (х, ;)є 0, lul < 


M,lpl < M,, 1 = P313 
Oa; а, Oa; Oa да 


Әр,” ðu” E» Op, ðu” 


max 


а;(х, : + À, и, Pr) — а;( х, f, и. рь) 
P ° 


а(х, : аон). « C(M,M,) 
A | ' 


Y EE; 之 v(M,， M,)|£1*, VE К”, 
再 设 89e С', Ша Б || < E з) 由 М, М,, C. 
M), »(M, M), max |, 0) Kis 0) = >; аа, (х, 0, ф(х), 
2 dx; 


aG) — (z, 0, e), Pr) ) 以 及 89 的 CH Melt, 


$4 第 一 边 值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 


da;(x, Is tt, Их) 

Su = u Ў) ——— ——— + а(х, £, t6, и) = 0, 
и |; === 0, 

и|,— = ф(х), x€ О, 


此 方程 称 为 具 散 度 结构 头 部 的 抛物 型 方程 〈 在 条 件 x p 957 


0, Уе К” 成 立时 )。 
把 方程 写成 
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- 和 


и, 一 S. 一 可 ia + А(х„„и, их) =ч 0, 
其 中 | 
да;(х„ t, и, ws) 
A(x, t, u, uz) = а(х„ t, u, и.) — 2; — ^ "nu 
; Oa;(x, t, и, их) 
一 之 - Ох; 


非 线性 方程 定 解 问题 求解 的 方法 之 一 是 用 线性 方程 逼近 , №. 
后 作为 泛 函 方程 解 的 不 动 点 。 具体 地 说 。 给 定 适当 的 函数 w(x， 


да;(х, I, W, Wae) 
v 一 >, —— 


ЛЕ = 0, 

vi.) ф(х), (хє Q). | 
这 一 定 解 问题 的 解 记 为 z = (wv). ZAD FEE B(w) = w ЮЖ, 
称 为 映 象 和 的 不 动 点 :就 是 非 线 性 定 解 问题 的 解 u(x, 1). 

要 证 明 机 和 象 罗 有 不 动 点 或 人 一 8B) 允 一 0 有 解 ( 其 中 工 为 恒 
等 算 子 ) 有 几 种 方法 : E 2á 98 3 PB, Schauder Ж A AEH, 
Leray-Schauder 拓扑 度 定理 , 应 选用 哪 一 个 呢 2 我 们 在 今后 几 章 
中 , 举 出 应 用 这 几 个 弟 用 的 不 动 点 定理 的 例子 ,使 大 家 能 明了 和 名目 
使 用 的 特点 。 现 在 用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 (X ER E 2E 
象 的 拓扑 度 定 理 )。 定 理 内 容 是 : 

给 定 Banach 2 НН ИНАЛ HAE M. 24 要 设 为 是 
SRNE A 的 财 包 。 BERSA т HJERARS ç = BCw, т), (0 < 
r < 1), Wk AAMA, 满足 以 下 诸 条 件 : 

(1) @(z, т) ERRR RERI wE A ER, ша 65 К 
Ж. 

Qi) 40st Ef, Alw, т) H r ARER, 

Qu) >z = 0 у, (1 — 06): 一 0 的 解 为 有 限 个 ， 且 和 解 的 指 
数 和 不 为 零 ， | 

(iv) О 不 是 人 一 9) 一 0 的 解 , 对 任何 0 委 z 委 1. 


e 24 ж 


ERF + A(x,!, w, Wap) = 0, 


Ow, 


7 deae ылы T T 


在 上 述 条 件 证 , (1 ф)ш 0 Н ORC r Я 
不 变量 ， 因 此 当 ? = 1, (L -— 06): = 0H, BUE o == 
Ф(и, 1) HA. 
要 应 用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 于 我 们 的 情况 ， 作出 v = 
Pw, т) 为 下 列 定 解 问题 的 解 


| Оа;(х, P, 10, UU s) 
£, — FT — - + (1 ~ 95 Urix; 
ij Ows, ' ' 
HTAC, 1, 0, ws) = 0, 
|$ = 0, 
v|: TQ(x), | | 
其 中 „= {г (i= 1), 
^0 U, Gs j. 


Banach ZERA Hs; w, wa € CCO), fS XX 


(wla, = ио + Pilas 


ahi | tox, z) (z, )| 
= sup l; w(x,1) — w t 
kar — sup | | + (xar), aane (Ix— x| + |r | )2/2° 
6 将 于 下 面 适当 地 取 定 . 


如 何 取 定 A) EZR o= (и, т) 的 不 动 点 集合 大 一 
Plu, т), BI u” 满足 
eo — т)(и, — Ли) 


= « — X 5 LU (x, t, и, и) + (1 — r)u;,] 


+ dS l, t, иг) = 0, 
“| 0, 
s| = тф(х), хє ©, 
当 条 件 
р É 5 Oa;( x,t, u, 0) 


+ а(х, t, tu, 0) | = — bw — b, 
Ох, 


(„>0,5,>0), — (5) 


Ф 25 ° 


ГА LJ зас lipa haar occ пын 
Lu +. 了 ы = hi р Б. =a "Hr qn HP 


PC pT 2 .' 


x; 9н n s a) ge | 20, YeR”, 
Op; p=0 


V(r, 1, и) € Q X В йен: 


ти 一 У; — 0) + alx, t, 0, 0) | = — bu’ 一 一 bis 


(0 < r < 1), 


да; ж е) Еа 2 0, v є К", 


>|: др, 
因此 当 we CCO) Н, u ARKE: |! 
sel < pie” орноо + (e w 


b. 
当 条 件 
у; adz iata P) кр, > v(|al)1815, VEER”, 
25 (lal + | SE) аә! +1) + Буд] + D 
+ l| + 2E ИТ (6) 


Я (z, i, u, pe Q X [—M,M]X К" ijs E Sr, MH) (6) rH a; HH 
а! == та; + (1 — т)р К, a H a == та RE, (6) 仍然 成 了 并 ,但 
>(|ин\|) 要 换 为 min (»(1u], 1), ellul) 要 换 为 max (alkul) 1), 

过 去 用 到 的 式 子 Dalt, t,t, P) Pi 2 y (||) p|?— (0101). 
是 可 由 其 它 式 子 导出 的 。 由 上 面条 件 得 到 ， 当 ze CO) 时 ， 
max | Vw (x,1)| < M,(0 < r< 1), 9 M, XE plM), v( M) 


K aQ H С' 系数 ,max p| 8 >, 


要 定 出 AA, 还 要 再 加 上 一 些 条 件 ， 才 可 得 出 解 为 存在 唯一 。 
写 为 定理 如 下 : 

定理 4 Б TERE: 

a) OQcC"**(B > 0). 

b) p€ C'H), Н їйл Fig] — TH TERRE 
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da,( x, 0, ф(х), px Ce) ) 
plao == 0, E > d, Н 


+ а(х, 0, pix), ODIN = 0, 
c) 设 条 件 (5) 满足 ,由 上 面 可 定 出 M. 


d) 设 条 件 (6) 满足 ,由 上 面 可 定 出 M.. 
e) 94 (5,0 € Q, |u| < M, |p| = (394,08 < М, В 


ais d 为 (z, и P) #0 Holder 连续 函数 ,指数 为 
B. 8/2,8,8. 


f) % (х, :) 0, |u| < M, |p| < CUPIMUS CREE 
Lip 条 件 ， a(x, P. и P4) Уи 5р, пй, H. Lip ^ x. 


ЕЯ ЛУТ ЖЕ С. 
" 
cf u-0, 
us == 0, 
t| =o = qx) 


的 解 于 ue ССО) 中 为 存在 、 唯 一 ， 且 s, Í € L2(Q)(1 < 
K < n). 


证 继续 对 不 动 点 wr ZR, 4 at € С (О) 时 ,有 : 
max |u" | <M, max|Vu"| < М,, 


е + Бо < Mi, 


其 中 М, М» a, M, Бн ШЙ АУ EE., REH 使 ó < 
a < i Na, RE M 
ma! w| < M +e, max|vw| < М, +8, 


jwt, о + УЧ. 1,0 < М, + в, 


其 中 6 >o, R s 是 为 了 使 不 动 点 不 落 在 0- 上 。 在 有 必要 
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=== duh! omar ЫРЫ рна w ET re oeae HAE. i туры vE: + pn i rA "mw w ` 


Н, АБАЙ а,(х,г, и, p) a(x, to u, p.) ЕМ < (ul < M + 
s, M, < |p| < M, +e 的 部 分 作 一 些 改变 , 使 当 (x, 0€ Q, 
|| SM +е,|р < M, +e h]. 条 件 c), 4), е), H ЖУ. 
要 做 到 这 一 点 ,只 要 向 外 作 线 性 延 拓 即 可 . 

现在 来 验证 Leray-Schauder 定理 的 诸 条 件 ， 

显然 «ССН, АЖИ. 由 于 A ADR, BU eco, 
wE M 导出 (1 一 0)w 十 0w€é .AV(VOE(0,1)), 故 2 是 有 
ЗЕ АЈ. 

миє. 时 ,由 线性 抛物 型 方程 解 的 内 估计 与 近 边 估计 (其 
中 近 边 估计 的 成 了 并 ,用 到 5) 中 二 个 相 容 性 条 件 ) 得 : 


+85 —_. 
v—0(w,r)€C  * (0), 
Pei(x， Py tU, и.) — 
这 是 因为 —— S AG, t, w,w,,) — € C"). 


НТ |е|н, < Mic є, H |0, vis 0, | вв) < СОМ, + €). 

v. 对 xz 满足 指数 为 1 的 Holder RPF, ç 对 上 满足 指数 为 1 
的 Holder ЖЕ, 由 引 理 2 得 到 о, 对 上 满足 指数 为 1/72 的 
Hólder Ж, НЮ vs 2, Е С", А 日 5(6 < 1) 9 E 85. 

M wl, w'e€H;ll,v'—d(w,r),w-—dq(wi,r), ç = v-— 
v^ 满足 


Oa,( x, f, w, Ui, ) 
„— E|[:t——3:— H 0 |. 
1i 
Oa;(x, t, и, Uy.) Oa;(x, t, и”, шу, 
1 
— vt[4(w?) — 4(и^)], 
Ф| == 0, 
0 | о == 0, 


Jj ye da Ya НЕ, Мтє[0,1],Щ|#%— a'in МЕ, Бн 
端 在 C (QO) 下 小 ( 它 在 COPO) 下 仅 为 有 界 , 是 不 够 的 ). 
应 用 线性 方程 解 的 估计 得 ; DR Usi» габа | валад 小 ,因此 |v|a， 小 ， 
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Ар ај Е Alw, r), wE A ЖА relo, 1] 为 一 致 连续 . 
щт 一 0 时 ， 
| (^ — Av = 0, 
0| 5 = | = 0 
KEFE, БП w = Go, 0) 的 不 动 点 只 有 w= 0, 即 解 的 指数 为 
| 或 一 1, 不 为 0. 

对 不 动 点 集合 we C Hs, 由 线性 方程 解 的 估计 得 : бє 
Сов К Q), |н | < M, Tw М,, pln S Mi BI 
9H 上 没有 不 动 扩 . 

由 Leray-Schauder 不 动 点 定理 ,证 得 解 为 存在 : 

u € Сыз 9) 
再 证 解 的 光滑 性 可 提高 到 СН (О), 这 是 由 于 zx 
Qa;(x, ty и, tek) 
сыза буу > uy € CHAG) m — c A to =, 
u,,) € C2(O)， 再 应 用 线性 方程 解 的 性 质 得 到 : 
u € Creme). 
C(O) 中 解 为 唯一 。 这 是 因为 解 满足 积分 关系 云 


f | [um + Ealt, t, и, Hrs Nr; + a(x, ts ú, z )qm]dz dt == 0, 
0 JQ ^ 
Va € C'"(Q), nls = 0. 
WAZE u, we 满足 上 式 ， 二 式 相 碱 并 记 o= v — w, 则 由 
+ 


ба; == ai(x, t, w^, ui.) — ai(x, т, uh, Hk.) | 
一 Vs, | [ OGa;( x, t, tu! + (1 — т), тих, 
+ (1 — т)н%,„)/ Ou: lar 
+ v | 7 dr = Dkr, + biv, 
同 法 得 到 : 
ЖХ n 一 ”人 得: 


ĝa = >Ó; r, + УА 
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фи napa ———— OT - 
eeu capi. Mir. € uuum nci: RUM SB RAI Hp a PRO oA ена ЧҮ" 
Ceu - нчы PEE чы: J Er + ЧАС АДИ. 5. ` ` 
Dau) MEA -H - i 


š 
Ü 


і | v'(x,1)dx + | | DIC DM 十 Sh + bi) vv 
2 ¿Q Q 
+ év!ldxdt = 0 
TERZO. PLE zl, == 0, 则 由 上 式 得 到 vv = 0, 
最 后 让 "хы E L2( О). 
id n [u(z, 2 + h) — (x, 2]. Su 一 0 取 差 分 


£ 
| vidx + »| | | vv dx à < | | 1х dt, 
Q ojo ° 


v, FO 积分 得 : 


PES | (х, t)dx + | [>1(@;;9#,, + роь + di) vas; 
2 ðt Ja 9 | 


(ob (2,0, + Ze, + d)vi]dx = 0, 
当 0 < < b HJ, hje AAR. АШ 
| v(x, t)dx + c| | | Vval'dx dt < c, | | 4х dt , 
Q 020 0J2 
Ё 
ap | | Iola 对 4 为 一 致 有 界 ，4 一 0 得 : 
| | 2, dx dt < 00, 
0 JQ 


”定理 证 毕 ， 
Л.А: 


1. 定理 4 的 条 件 可 适当 减弱 ,结论 也 稍 弱 一 些 。 证 明 解 的 
存在 性 时 ， 条 件 有 ) 可 以 不 要 。 边界 与 初 值 光 滑 性 可 减弱 为 89 e 
С?, max| vl < const, WA u e C?(Q)f| C**t9?( o x [8, 


T]). REfrFXETERJUEBHIE, НА, oE 5 9 АЖ 
€ CH KEIT EARS. WEREBJRE— BERT, ab 与 p,(1 < 


k < n) 可 徽 的 条 件 是 必 实 的 . 


2。 Мун] 9E a (x, СЕ Р) (1 < ¿< n), a(x, P» té; b.) 增 
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长 阶 情况 不 同一 些 时 解 的 存在 \ 唯 一 性 ,以 及 方程 不 是 具 散 度 结构 
头 部 时 解 的 存在 .唯一 性 ,参见 后 面 第 九 、 第 十 章 ， 

3. 平行 的 方法 可 用 于 证 明 所 线性 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 
的 下 列 结果 : 


а = У Ее 79 L alx, и, р) = 0, (Pr =u.) 


i 1 í 
uoo P 
їй XE UE 
a(x, u, 0) + >; Es (x, u, 0) < — bu + b,, 


(5,20, 5,20), 
P A 0n и» 0)&;&; 之 0， ve e К", 
v( |u оа + lel Pa EP < ES. u, p)ES; 


< ellul) + КЕЕН 
т > 2, VEeR" 


E + У (14; 十 | 2n 


lalz, й. P)! + >; 


sa + lel) 


e мара + PI”), 


x€ 0, |u |» Ои Бя. Ais а. да; да. Ôa: € со, д0 є 
Op; Ou Ox, 


C" *, 96EC ， 则 上 述 第 一 边 值 问 题解 ue C(O)n c(2) 为 存 
在 \ 唯 一 ,有 uec). 

证 明 方法 3 是 应 用 Leray-Schauder 度 定 理 于 

[7 + (1 т) + |p|) Au = 0, 
и | о 一 TP. 

4 对 椭圆 型 方程 边 值 问题 , [5] 仅 讨 论 最 大 ， 最 小 特征 值 之 
比 不 超过 常数 ( 称 一 臻 椭圆 )，[6] 中 推广 到 讨论 最 大 ， 最 小 特征 
全 之 比 不 是 稼 数 的 情况 OWRdE—SERNBID. 例如 极 小 曲面 方程 为 


| (1 + |p|) dx 一 пір 的 Euler 方程 


4, ( Р; =) 


"AE |Р 
А 
bip; — и 
Au 一 2213 p Ux ix; 0. 
FHEDS 1,1, 5.1, qo [ms L6] 中 讨论 这 方程 边 信 间 是 久 
的 存在 唯一 性 等. 


5. 所 线性 抛物 型 方程 在 系数 晓 化 情况 时 的 第 一 边 值 问题 
等 ,在 第 五 章 中 还 要 进行 讨论 . 
6. 存在 间 题 。 本 章 条 件 (5). (6) 换 为 


> дг, E и» P3) кє > у(|и|)(1 + 101") Ер, 


vt є К", 
да; | да; 
> (let | = уал я) + 22152 
+ |41 十 > a 
ШИНЕ 2:8 89275 ik ЕВН 9 — {В R] Bl 620 EFE E — 2 


(12122-1) 


< nu(|ul)Clel" + 1), (m > 2), 
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第 二 章 ” 非 线性 电报 方程 的 
周期 边 值 问 题 “ 


设 OCR", О ХАЯХ, au(x) (1 < j, k < n) 为 0 中 的 
ARAR, Hik oprl) = а(х) (1 < 7, < n). ЭҢ K > 0 
使 Уа; (ж), 2 K |£|?, Yge Re, x € Q. 考察 定 解 问 题 : 


gu = Unu —— У) CEDL — Cu + р(х, t, “)и, 


| 


+ flr, t, u) = 0, (x,0€90 X [0, 2x], 
u | aa xto ax = 0, 
u(x, i 29) = u(x, 1), хє Q. 
RH f, g 关于 zt 是 以 27 为 局 期 的 周期 函数 ,C 为 常数 ， 

双 册 型 方程 边 值 问题 ,在 所 有 的 边界 上 任意 给 值 ,是 不 稳定 的 
问题 ,这 是 方程 的 基本 知识 之 一 ， 但 如 在 上方 回 限定 为 周期 函数 ， 
x 方 问 给 值 , 称 周期 边 值 问 题 , 是 弦 振 动 . 膜 振动 周期 解 的 一 般 化 ， 
在 一 定 条 件 下 成 为 稳定 问题 ， 这 一 可 能 性 是 我 们 研究 的 基础 . 

非 线性 双 曲 型 方程 周期 边 值 问 题 较 多 研究 两 个 自 变 量 的 情 


удин, 
Urn — Wrx 十 f(x, T u) = 0, 


u(—xn, z) = u(x, t) = 0, 
u( x, t + 2x) = u(x, ғ), 
其 中 f 是 近似 线性 的 ， НАЗ, 此 问题 能 解 的 基本 原因 是 : 


Ed 9 = r 一 -全 ESI E: ce 在 函数 空间 L*[( 一 x 


r) X [0, 2z=]]/. Z LX Кае 为 算 于 S 的 要 空间 这 是 
EAST L fE L2[(—x=, =) X (0, 2z]1/. 上 的 特征 值 为 mw? 一 
Р, ЕЛЕР ZO ек HD m? = P; m, 1 == 0, +1, +2,- `). 由 于 
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特征 值 的 极限 点 只 有 оо 点 ,因而 客 一 特征 值 的 极限 点 只 有 0 点 . 
PREX. и(х„ 0) VE'RHIE RE JE: ulr, г) = Dawl, 1), m; 29 RF 
РАЖ, 
L'u = > aje; (x, t) + У? аАзш (z, t) 
jJ 


; <J 
= Oud уи, 
”是 有 限 算 子 为 紧 ， * 
РЕТ = sup |9 zal — sup (2 T 
lee || >| a; |° 
< max || —0, NXJ— оо, 
故 s XX. | 
$1 ZE H R J SEXE JL 
下 解 存 在 性 的 证 明 


多 个 自 变量 的 非 线性 双 曲 型 方程 局 期 边 值 问题 研究 得 很 少 ， 
原因 是 多 变量 自 共 筑 算 子 2. 一 у; .9- (246) L) its s 


| ^ o! | - g еъ | 
X. Dg -3 -5(5-X эп) 9 = {(r x) [ж 


s nb 一 1,2,…,n} 为 例 ,的 非 零 特征 值 为 D m — Р [P > 
У) mi), 特征 值 可 以 有 有 限 的 极限 点 ,例如 P= miO = m — 1, 


2 三 ] 


2,*--), m, 1, m, = + * * = m, = 0, 特征 值 的 极限 点 为 1, 因 
此 LIER, 经 一 非 紧 使 非 线 性 定 解 问题 用 线性 问题 逼近 时 , 解 
列 的 选 子 列 收 线性 成 为 问题 ， 因 此 解 非 线 性 高 维 双 曲 型 周期 间 题 
由 于 求解 工具 缺乏 ,而 难于 得 出 成 果 . 

多 个 自 变 量 非 线 性 双 曲 型 方程 周期 边 值 问 题 当 g 到 0 时 
(g = 0 可 看 为 电报 方程 的 摩 探 项) 情况 变 好 ,例如 8 一 常数 关 0， 
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& o ə _ 9 _ 
йэ D g (oe i) 十 8 у EA. УЖ L 3p 


— A+ z 地- 为 例 , 非 零 特征 值 为 > ni —P Fig (ü = V —1), 


非 零 特征 值 仅 能 以 оо 为 极限 点 ， 

g 为 常数 关 0 时 ， 电 报 方程 周期 边 值 问题 解 存在 的 研究 见 
[8]， 今 推广 到 e 为 水 数 ( 但 不 为 零 ) 的 情况 。 具 体 假定 为 : 

i |f(x, z, 2)| < 7|в| + b, 0, uds Л\, bE І? 
(9 х [0, 2х]), 例如 f= [|S ris! + ‚ WE g( z, 1, z) 为 


变量 (x, z, z)€ O X [0,22] x RR 中 的 连续 周期 函数 (对 周期 
324). ХО <а< glr, i z) Saca WÉ T L = 
— x 2. (адб) 29 ~) 的 特征 值 为 0 <<< .…., 标准 化 


Жон wC), wi) „+++, RI Lw; = Aw; GEETA 8 E. 
& ,X. 4, 二 0, 是 因为 工 不 能 有 人 负 的 特征 值 )。 
定理 1 在 上 述 条 件 下 , 定 解 问题 
< ц == 0, 
и | әйхүөыз=1 一 0, 
u( x, tl 十 2z) = u(x, 1), | 
M C1 —1,2,--) 时， 至 少 有 一 广义 解 ue HO х [0， 
2x] ). 
证 VU(x,:)e€ L9 x [0, 2x1), 求解 


Su = un — $2 8s (ак Gu.) — Cu + gx, t, U)u, 
7 三 1 


十 fí x, z U) = 0, 


АРОН == 0, 
u( x, t + 2x) = и(х, і), 

先 做 适当 的 先 验 估计 而 证 明 解 的 存在 性， 
Jj &3& и ГО X [0, 22] 积分 得 
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+ [н HHH аыр IR EO Fn Ж. nn ai maim met 
кес ventan J ` 


alul < Í p(x, 1, u)uld xdi 


JQ x[0,2m] 


ш | 2x] — f(x, t, U)udxdt < (Кх, 1, U )| IER 


因此 有 : 
mE =. lfCz, z, UII. 
ux, 1) 作 特征 函 数 展开 成 为: 
u( x, p) 一 У} > NVACHPL (aj, -k = к), 
j 二 1 ka=% 
id 
ux, t) = > | &; kw;(x)e' V, 
k3-0 
u (x) = У} &; wx), 
ux) = > Qj tu; (x), 
由 假设 C = lis 1,,. ` `, [КЩ u = и, + uc z, 
我 们 有 : 


jal (311,0). < (DR) = lull = lal 


<= lf, 1, U. 


BK, — min à, — C), K, = min (C — 3) 92и == 0 и, 
积分 得 : C 


K hall < j. w ‚2% -一 C)uidxdt 


-| (zw ; ди, ди, _ Cul) dxdt 
Qx[9,2n2] * Ox, Ох, 
- | — (gu, + f)u dxdt 

Q x19,2x] 


< 0.18.0111 + Ce, 2, О) Ще, 
因此 有 : 
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1 /oa 
EA < К, (2 + j Mf Cs, £, U)l, 


同 法 得 : | 
jal < $ ( + 1) WC, „ш, 


IPAE =s A 十 IAE T eli? = КК, z U), (1) 
к= 1 + (= + =) (° + 1). 
di K? КУ Хе, / 
Su = 0 ЗЕ и 积分 得 : 
22ajk (x )u, u, d xdi m |.|? 


其 中 


|, x [0,2x | 


== | (Cu — gu, — f)udxdt, 
O x10,2x1 
由 此 


2 
dello coste ae < K. | NI 
< 


lla |: + NE 
< каис, 7, U) со; 
M 8 JS AX. g = ole == + о, о > 0) Њ, | 
92 u= 0, 
u52xtu) = 0, 
u(x, t + 2n) = u(x, t) 
解 为 存在 ， 这 是 因为 | 
|| < v|U| + 02,05, г) є 1760 X [0, 2x]), 
f ЖЕЛ: 


f = Dfm lee, Mufa? < co, 
ik ‚ 
Жи = Ууо,,мо(х)е'®„ IÇ A. Фи 一 0 比较 系数 得 ; 


— Tik -, | „| < — ШЕ: А 
— & 十 三 十 Ka min (kı, &;, £o) 


©; == 
故 有 : 
У |9,41 < 00, иє (9 x [0, 2а]), 
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id 


应 用 (2) 式 得 we HG х [0, 22), MU" ҖИЛЕ. 
当 g 不 是 常数 时 ,用 参数 延 拓 法 来 证 明 解 为 存在 ， 作 


< ви = ии — >, 2 (a;k(z)u,,) — Cu + [ (1 一 0)c 
2х; 
+ 0g]u = —f, (0 和 9 和 1)， 
u | охо, 2а) = (), 


u(x, t + 2=) == y(x, t). 
当 上 式 可 解 时 ,由 (2) 48 15541 < K;, їп Z, + Аби 一 化 为 


( + A8 d; (g — а) FL = — Sf sf, («€ H,). 
i 


如 能 做 到 


|A0|| 2 z*e 一 г)-5-| «1, 
则 可 延 拓 AO 的 长 度 . 由 于 
Є — s) > u 


А 


< K, sup ыш < Kse, sup S < Куа, 
Hi o 


ЕС — g) 2| == sup 
Qt 


ША 


故 延 拓 在 [д] <-> 时 为 有 效 ， 最 终 得 到 0 一 1 可 解 
H (1) 式 与 对 f 的 假设 得 到 
| Gu = 0, 
ulaoxio,2x] cm 0, 
u( x, : + 2x) = u(x, t) 
解 的 估计 式 | 
hall < К. 101: + |à. (x, 202]. 


当 了 较 小 使 Kr <1, W| w (Ule < 一 全 二 一 lle if: 


K 
1 < 3 b 1, 
le | Юс 


ERE U uT L x [0, 2х]) 97, XH (2) fŠ: 

lulls < 1- 
HRS U 5 uy L'(2Q x 10, 2z]) ш 由 Schauder AZJA E 
EAR Ж U >u T XR ull < - > lé, le 内 至 少 有 一 个 动 


Aa. 


点 且 不 动 点 函数 we HO х [0, 2x] )， 定 理 得 证 ， 


$2 共振 情况 的 讨论 


2595 C = А, (7 之 1), 此 称 为 共振 情况 。 线 性 情况 遇 特 征 
值 时 ,方程 右 端 项 要 满足 某 种 正 交 条 件 才 可 有 解 , 非 线性 情况 遇 共 
振 时 ， 类 似 于 正 交 条 件 的 是 方程 非 齐 次 项 要 满足 某 些 不 等 式 才 可 
有 解 ,此 称 为 Landesman-Lazor WAAI, 

ix f(x, I, z) == (х, /> z) + (х, г), f? є L'(Q x [0, 
22]), IfP(x, z, z)| < vlz| + 5 (x, 2), Vy > 0, 5b, e L’(Q x 
[0, 2x]). 
pia f? = |z| < vizi + , 就 满足 上 面 的 条 件 . 再 设 

f(x, t, z) sign z > — u z), he L'(Q X [0, 2x]). 

Ox, 2) = lm inf f(x, t,£), 
f^ (x, 4) = lim sup FU(z, t, z). 
“(ку = 2 ainw) 为 任 一 特征 值 为 C 的 特征 函数 . 
Landesman- Lazor 型 条 件 为 : 
| 77] + | _ К®шйхй > Самы (3) 
这 条 件 中 C, 为 适当 的 第 数 。 

定理 2 在 上 述 条 件 下 , 3 (3) ÑSHRAZK g = g(x, u) HJ, Ж 

振 情 次 至 少 有 一 个 广义 解 存 在 ， 


e 30 + 


PP 


证 “共振 情况 下 的 广义 解 ,用 非 共振 情况 做 逼近 。 
ut Ен == 0, 
u | 8Qxto,2«) 77 0, 
u(x, t + 22) = u(x, t), 
Y в = 0 时 是 非 共 振 情况 ， 总 是 有 解 4 e — 0 BJ, laele lelg 
是 否 有 与 8 无 关 的 界 ?8 由 双边 趋 于 堆 是 不 可 能 的 ,这 由 Fredholm 
二 择 一 定理 即 知 ， 今 研究 单 边 趋 近 的 情况 ， 看 8 一 +O. 
BÉ ws 一 Zaprwi(x)e* , aj 简 记 为 oks Vs BHIN и. Q 
w = У? a; tp; (x), 


ШЕН (1) 式 得 : 
lu — ш]? = lul + 141° + 11 < EMG; 2l 
因此 | 
[и — wl < Kill + 12,1 + Р) 


< Kyu — wl 101) +K, 
导出 


lu — wl < Krllwll + К,, [ull < (1 + К) || + K, 
lf Cx, 1,0] < vul] + |ó, || < K;,r||: || + Ks, 
我 们 有 正 交 条 件 : 


0 |, (Lu + £u)wdxdz = &l||w||* 
x(0,2xi 


| f(x, 2, u)wdxdt, 
О xI9,2x] 


上 面 式 子 的 成 立 , 是 由 于 
(и — w)wdxdt = 0, | Untudxdt = 0, 


2х{0,2ж | G x[0,2x] 


2x 
| g(x, ujuwdxdt == | G(x, 2ч} dx 
Q [0 2x) о 9 
— | G(x, и), ахаг = 0, 
Q xlor) 


其 中 G(x, u) 一 | g(x, u)du, 


40+ 


[ 2,(а(х)и,,),, 十 Cu] wax dt 


| s2x | 


一 | [oarwr)r; + Сю]иаха 
AQ x[95,2x! 


- | (— Ajw + Cw)udrdt = 0, 
s Oxf? 


正 交 条 件 中 还 含有 xx， 用 如 下 方法 化 为 仅 含 有 加 的 条 件 : 


0 == є||ш||! + » (х, 1, u)wdxdt 
Xi0s2» i 


之 | f(x. t, u)udxdt 
Q xilo) 
-| f(x, t, u)(u — w)dxdt 
O xitla! 


| 04 хаг 
O x [6 2=< | 


= | sign uf (x, f, 4) |uldxdt 一 K| 六"(x， P u)|' 
Q x(0,2x: 


— К.Р ЦУ — 1⁄1 el 
一 | [sign uf (x, t, и) + h(x, O [lal 
— K, sign uf" (x, t, u)] dxdt 
— (C^ + WOCHE + KP — Po eR 


之 1 [sign wfP(x, t, u) + hr, ON — Kir) |u| 
— Ky, Jdsds — (|b + PD Cl + ку) 
е > Q — ку) | PC, о, наа 
— Kollwll — К, | 
当 取 7 使 1 一 Ky > 0 it „Щщ ENS: 
O>] о, r wudrds — КАМ] — Ka 


D x19,2x 


之 | D(x, t)udxdt 


Gx,£)€ QOx[0,2=<x)l# (x £)270) 


f(x, ,)и4хй: — Kulw! — K o 


" ILR EACE исх) 0) 


e 4] ° 


г 1 rr 
i * ED мый. dd alte pipea PR Coraes o; ЫА ODE RR 7 ирада 
меле me nep -ge thi КЛ Жс ы ceca ы. ene Ыы 


由 于 | 
IN fu 一 v)dxde| < tell. — w| 


< fre + KE, 
| J dx dr 一 | . (O dr д: -| . -| , 


zr 0 8 < 0 
щи 0, ш 0, || < x — w, 因此 


| fevasae| < tPCG + Ko, 
uU 0 


为 一 些 项 同 法 估计 ,最 后 得 : 
0 > | f wd x dt 


Gx,)e0x(o22]im(x,)20) 


f wdxdt 


И 
— [K, + К, |! + uf | ге — Ku, 
今 假 设 Landesman-Lazor 型 条 件 
| _ fPzdxdt + | 4 fÜzdxdr > (К, + BIIFI 
对 任何 (ж) = >, Biwilx) 成 立 。 特别 取 В, = о, MJ s(x) = 
w(x, t), | 
0 > [1 — 3KSv CIF? + WEDI lwd — Ks, 
BË y = AKOE + 1/91 17 Eled < Ku, 
lz. | < (1 + Kol] + ||K,|| < Ka, 
(z, z, D < ©||н„|| + illl + ША, < Ky, 
H (2) 48. 
lz, 一 49 < К} (ғ, f, ts ) || < К.К, 
ls M, llu, — nli + lwl < Kus 
上 上面 最 后 等 式 的 成 立 , 是 因为 
lws ll: = tKa [well = Kv, 


改 有 适当 的 $2708 Gs] F 0 <s < в, Е, Врела — BR DB 
` 42 。 


[Cu € F1, 29354 (C = A) 时 定 解 问题 的 弱 解 . 
HALEN 一 一 0, 条 件 稍 加 改变 为 : 
(х, t, z) sign z < A(x, t), 
| Кдд + | NU 


$3 人 解 光滑 性 的 一 些 讨论 


对 强 解 的 光滑 性 , 箭 作 讨论 如 下 : 
定理 3 Mis — 1н, n REl, и), g(x, t, #)€ С°([0, 
x] X [0,22] x R), Wi E £8 1,2 ch 0 # ue C^CIO, =] x [0， 
2x] x R). | 
证 io sigang = о, 方程 化 为 : 
O? Q' 


Ө 
Lu=(2 — S- ito) 
“ ( Or Әх“ 9 О! и == F 


t (C + 1)и — [g(x, t, и) — сја, 一 f(x, 1, н), 
HT we H,, Wk F€ L? ХЕ, и 作 特 征 限 数 展开 得 : 


F 一 > >; bj sin jee, S |b < oo, 


j=1 K=-—% 
ц == 5 У ак Sin jere? 
j= ke-e 
比较 系数 得 : 
g;k == bik 9 
p — Қ? + 1 + ick 
因此 


|; (м + u? + uw’ )dx 
Ë 


(1 + + 1,1) 12 ТИШ 
< 2 |Ë — Ë + 1 + iski | — Ë + 1 ick 
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` . i. . mro a cr hern He .- тә; = я" А 2з 
本 Є-———————— 


(1 + P + 409) 12, | 
SK. > 22 {кту VR 


"Mc k, 
< К, VENERE = Kns У; € [0,2x]. 


г. 
同 靶 
е 十 их 十 и?) d: < Kz, Ух є [0, x]. 


w 1) — u(x,, :)| = n ulo, t)da 


Ei 


= К | ғ, 一 al’, 


< |x, — LAN uilo, t)da 
同 法 i 
а(х. n) — ulr, л) < КЦ — а, 
а(х, 5) — un, 4)| «< КО — x|" + |а — |!) 
< 2K|[(x, — x)! + (а ~ д), 
BD 
иЄ C^, |||, = а [см = 2К, 
再 估计 二 阶 微 商 。 由 方程 
йи 一 Urs — Cu + glx, t, u)u, + f(x, 1, u) = 0, 
SEI SII 
Ur — Utes — Си + gu; + gius + guid + f, + fuu, == 0, 
ЖЕ и, 积分 : ra EN | 
айы < |J ааах < C (^ ls + Gu + вә 
+ gau unl dedz < K||u,,| + 7 > [шг 
+ K | |" u;dxdt, 
d s Je 
la |Ë < K + K, M | udxdt, 
Va € [0, 2x], WERK AX 


(= (^ 
т n |; — a| 2 27, 


|z — a| <7, 
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中 间 用 直线 连接 , 则 
| uidt < w usn(t) dz 


4—7 


а+ 27 
一 一 | _ [3мин  n(z) + ии? (014r 
a+ 27 
- — 3 | | [u(x, 1) — u(x, a)]u'u m(t) de 


一 W [u(x, a) + ибх, 1) Jun Cede 


+ 
< 6|[ul| 712 J ui unl di 
T 


й 
— 


ШЕ». 
Y /a27 LOK y 
ФУ = n/m, а = у, 3y,-.-, (2m — 1), 诺 式 相 加 得 : 


2я ig 1 2m K 
| uide < jular” |” tls + РЕЧ 
° a 3 Jo у“ 


=< 一 udi + 1087 [uil t dt 十 "t 
Ü 0 


因此 | 
" " я í ¿= 
W! “dz dr < 324r ulin | | uudxd: + K,Y^, 


取 7 小 ， 联合 上 面 两 个 不 等 式 得 ， |2 || < К, 9] = К, 因此 有 : 
F, = [( C + 1)4 — (g — ow — f]: € L^, 


仿 上 法 得 到 : 
ч, Є Cn, ЕРШ uil < K, 


由 二 阶 微分 式 子 
Wisr — Urxr — Cu, 十 Ёё, 十 gxu, 十 „иш t Í< + fa: 一 0, 


得 到 | 
ы! | | leles ts аў] даай 


я (im 
< | | |}, + (2, + f e )u, + „иш | Ius | dz dt 


< К|и,.|| + 2 IPAE T K |||, 


e 45 , 


ie 


ЖЖ |a, | < K, F, = [CC + 1)и — (g — 0n, — f], € L^, u, € 
C^. 由 此 导出 x€ СЗ» e € С, 再 证 se C, C, * * , 证明 更 容 
易 一 些 。 定 理 证 毕 . 

I: 本 章 是 应 用 Schauder 不 动 点 定理 ， 证 明 非 线性 问题 解 
为 存在 的 一 例 ， 系 数 帮 xz， :, u) 限制 为 几乎 线性 。 采用 不 同 的 不 
动 点 定理 , [10] ИЕН УЗЕНА (х, г, u) 含有 一 定 的 
超 线性 项 , 仍 能 证 出 解 为 存在 . 

存在 的 问题 为 : [10] 中 超 线性 项 的 限制 次 数 能 否 再 放宽 ? 又 
能 否 把 结果 推广 到 共振 情况 。 
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第 三 章 ” 非 线性 Schrödinger 方程 
”的 初 值 问 题 " 


$1 一 些 预备 知识 


复 变 函数 中 的 三 线 定 理 f(z)(z = z + iy) TEEKI Q = 
[zjn < r< x HUS REA, РОНЕ, Н. max | f(x; + 
iy)| < Mj, (i = 1, 2), WI | 


' x. r— z. 
|f (z)] < M zt 一 2 M ,x+—*, , 


证 oT 
0 = FG) exp | 2 — Z tog M, + — fog м.), 
x; — X, x, — x, 
| 
max | F (z) | < 1, max|F(z)| < K, 
id 


Ё,(«) = F(z)e*”, (820), 
W F.GO 于 9 解析 , 且 
Е, (2) | < Кечтен > 0, M|y| -> co, 
故 在 如 中 |F。(z)| 的 最 大 值 只 能 在 * = x, x = x, EB ,BI 


тах | F,(z)| < max| F,Cz)| < max| F(z) | max|e**' | 
Š 90 m ðQ 
< g'maxGp 。 
& е ә 018$; 
max | F (z)| < 1. 
因此 


TT w wm A ep i | 


Ce) 


& ep ( 5 tog, +t 4 S = log v. 


| = M: 31x M ==, 
定理 证 毕 . i 
#1: 三 线 定理 条 件 中 , f(z) T Q 有 界 显 然 可 减弱 为 G = 
O(e* 7), (6 >> 0), 则 定理 结论 仍 为 真 . 
注 2: 定理 对 ER RRR Н ЖИЕ Ж — Banach 空间 中 仍 为 


Е. ИД f 是 有 限 维 问 量 f(z) — > HC) (е; є B), УЕ 


换 为 范 数 。 当 f 是 无 穷 维 同 量 , 则 f 的 解析 性 要 稍 加 定义 ,5 可 使 定 
理 为 真 。 
Riesz-Thorin 插值 定理 1 E. 已: 为 可 测 空间 ， 具 有 非 负 
全 可 加 测度 a, v (下 面具 体 应 用 中 Е,, E, К" 上 的 Euclid W 
БЕЛЕН], a, 2 为 Euclid WE). ТУЯНА, Bh Е, БАУ р 
数 到 Е, E СЕА PR T BB ГРА, рТ L^ 
(1 < p < со) ), HTA (ajs B;) № (1 < oj, B; < co), r3 
. Q1 d 1 一 4 À 1 1 一 4 À 
数 为 M;(;— 1,2). id uw шш? 
(0 < ¿=< 1), ШТ 28 (a, 8) 型 , 范 数 < M! Mi, 


了 为 (o;, 8;) 型 , 范 数 为 M;, 定义 为 
|11119 < М{|| теу» 


0, imma in, и)", 

证 一 吕 或 8 一 1 时 引起 4 一 0 或 1, 此 情况 下 定理 已 为 
A. KRE a< co, 8 > 1 来 证 明定 理 即 可 . 

5 

a(z) 一 C " 3E ве) 一 (== + 三 ) ， 


W 


FII 


nu 
a == (2), В = ВСА). 


- 48 。 


Wt f, 8 分 别 为 E， 忆 ,中 的 简单 函数 , Н1Ў 7, z 满 是 标准 化 条 


ВЛ = lelo- 一 1， 我 们 要 估计 | Tr. zas. 
= f= |fle*, g= jele” 时 ,定义 


F(z) _ ü me, (f F 0), 


0, (f = 0); 
BIAC) ` 
c(z) = ls, (z = 0), 
0, (g = 0). 


ми, o 固定 时 , FC), G(z) 是 xz 的 解析 函数 。 当 z 固定 时 ,它们 
是 简单 函数 。 因 此 | 
I (x) =| T (z) * G(z)dy 


于 0 一 {z10 < Кез < 1} 中 为 解析 ， 要 证 1(z) T 9 中 为 有 界 . 
ë 1 的 非 零 值 为 Ci. Cu. f 取 值 Ci 的 集合 的 特征 函数 记 为 
ç;(1 < j < m); £ WHEREAS Cistte, Cus ЕЮ Cj; 的 集合 的 特征 
ЮЖ e,(1 < ; М), IJ 


Е(«) = X, o| C; ейн, (и; =argC;), 
j 


, ‚Віва ， 
G(s) = 2) ok] Ch |E efek, (vg = argC4), 
k 


а SBW- | j 
IG) 一 DGIE (c; 8799 бе| Ta, dg, 
Е, 


1,& 


\1(®)| < y NES 
m 


(Rez = x, 0 x< 1, ye Ж), 
当 Rez 一 xx 一 0 时 ,由 Holder 不 等 式 及 工 的 定义 得 : 
I| < |ТЕ(ш)|5,| С (ж) | zere» 
< Mil FCD |a| Gle) (1806-0, 
HFH Re z = z = 0 B$, AE f Су, NJ F = [C] ehi, ER 
此 


B[BCx) -1] | 
| Ch |51020) |, To; - gady | =. K, 


[下 | 一 | 用 


EGO us = (f ancha)" = (|, itin) 


= не = 1. 


同 法 有 : 
IG(z) |e) = |. 
由 此 得 到 
IMs) < Mi, (Rez = 0), 
Е] 15 


Iz) < M., (Rez = 1), 
故 由 三 线 定 理 得 : | 
10а) < MM}, 
Вр 

Ц, Т}. gd» < MM}. 
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中 为 稠 ,得 到 


71.2 = sup < MI Mi， 


|, Tf ` рар 
EF || 一 1 的 假设 ,由 上 式 得 
IT] Mudo < MIM}, 
ІҢ < ММД. 
定理 证 毕 . 
注 : 由 于 简单 项 数 于 L^(1s p< ооу, КИҢ ЕШШ fü 
单 函 数 换 为 可 积 男 数 , 定 理 的 结论 仍然 成 立 . 


$2 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问题 


先 看 最 饮 单 的 情况 
[^ cu, = 0, (х, E Rx Rt, 
u| = ф(х), “€ K. 
其 中 ws Ф 都 是 复 值 函数 。 上述 初 值 问题 有 一 解法 公式 ,可 由 


. 50 ° 


»" == Arr» (a JJ AES XX) s 
Н |, = p 
的 解法 公式 


со _(e— s) 
2 aya. Ф($)° WU 0 


形式 上 令 a = i 而 得 出 。， 这 一 形式 上 的 做 法 是 否 合理 呢 ? 先 证 解 
法 公式 当 a ЖШН Re a > 0B AB. 
首先 看 pe (К) „<< 

u(x, 1) |. e'**U(E, (d£, 
ji I 

u= | EPU, Od 
H us = au, 4 U, + a£U = 0, U = U(£, 0)e ***, id UCE, 
0) = ØC), 则 Ж 

рб) 一 | ees, 


it А 
00) = >| е '”ебу)ду, 
“(х,у 一 | eE) 
= >- | N e +070 (у) дудЕ 
- 5 | ITO, | e Hr mag, 
2c —<0 — o 
LARRIEK? Aik Re a > 0, 由 此 得 : 
_„111,,_х-—-у)т? 
u(x, 1) 一 Lje E ONE CTS, 


M Re a > 时 ,用 国 道人 法 全 对 | dt 施行 移 轴 
与 转轴 成 为 有 效 , 而 得 到 


|е er | m -| Sa 
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和 


因此 ку, 
ec E хуу“ 
u( x, t) = Guy | P м p(y)dy 
1 °” о кг 
ed "(х + 24 t т) дл, 
л i 一 oo 


M 9 M HE W TRIS]. S a 4 0, 


«Gs ) > ou) eI (x + 2V з) у, 


得 到 解法 公式 EN 
иба) = xj € 9 ey, 


(4x11)? /一 


Ep G^? 代表 主 值 , 即 Ga = e^, Ж ESSE BEDAE E , E 
与 初 值 条 件 成 为 : 


ИШ ul, = 0, ul — ul, = 0, 
| uM. (x), Whi = gx, 
此 方程 组 的 解法 公式 为 
ax 站 二 ix rm L š [° | cos £2 — 2) 
бл; >” 4t 
+ isin UP | ter) + ig Gay, 


当中 适当 光滑 时 ,不 难 证 明 上 述 公 式 为 经 典 解 . 
除了 解法 公式 外 ,还 可 导出 守恒 律 如 下 : 
由 и. 一 Ltrx ДЕ 2u 于 [ 一 X, Х | X [0, t 积分 ,并 取 实 部 得 
ND Шш к=з |а, — ий.) dt И V 
up HRE, 出 当 X — + сор, “(Х, t) 一 > 0, u Í (X, t) — 0, 
改 得 


| lujaa = | vbas, 
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这 是 质量 守恒 的 式 子 . 

方程 对 z 微分; 乘 2и, 积分 , 取 实 部 ,类 似 于 上 面 做 法 得 : 

| |a | ax == | lpeliax, 
这 是 能 量 守 恒 式 子 。 同 法 得 : 
| Ipha | Diplan, G =2,3,... 
高 维 线性 Schródinger 方程 初 值 问题 情况 类 似 : 
au, + Au = 0, 
| m w qp (x) 
的 解法 公式 ( 暂 设 9 具 紧 文集 ) 为 : EE 
i 1 r -Zli ур — 
u(x,t) = (Anir) " е ф(у)4у = RGz)o, 

HAB ^T BAT 


| R-G) ella, = elr, 
寺 。 由 于 光滑 , 具 紧 文集 函数 在 LR) 中 稠 。 上 面 解 法 公式 取 闭 
包 得 : ЯТ ROL(R) A, L: (R°) Нат, хн 
AAK КС” LCR) 人 LCR") E.A: 
[R Се) pile < (4=:) |||. 
M pe LOAL’ ht, Riesz-Thorin 公式 : ол = 1, В, = 00, M, = 


(4я2) "55 a, = 2, 8, = 2, M, = 1, ад, 8—4, (= + 1 一 l), 


T 


E N х GOA 由 此 得 到 : 
4 co 2 


IRO ollis < Cre)” apla, (2 < q < оо), 
HT LAL EL 中 移 ， 取 闭 包 知 解法 公式 对 YP e 12 У, В 
R (:) p € La, 
ЕВЕ БИЕ ЕН E BJ ARR dé p € Lš — uc L+ 
(1 < g < 2), 与 其 它 方程 均 不 相同 。 椭圆 、 抛 物 方程 的 解 比 初 、 
边 全 数据 光 清 得 多 ; 双 曲 方程 解 的 光滑 性 比 初 值 光滑 性 相差 很 多 ; 
Schrödinger 方程 解 的 光 斌 性 基本 上 与 初 值 光 请 性 差不多 ， 
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对 非 齐 次 问题 
("и + Au = (x, :), 


И | =. —— px), 
453 JR EE ЕИ ЕД: 
u = R(t)o + | R(: —)}(+)4$% 


= | „Кк—#,0Ф(4)& 


+ | " R(x — E, 1 — DÍE, s)d£ds, 
JEU Fa S 6 at ЯД VAT Ix. 


$3 非 线性 Schrödinger 方程 的 初 值 问 题 


现 考察 非 线 性 Schrödinger 方程 初 值 问题 : 
W + Au = F(u), (x, e (Rs, К+), 
uli. = p (x), xE R, 
比 问 题 分 两 种 情况 : 
HIL, FO) = fuu, 其 中 是 实 值 函 数 ， 此 情况 下 有 
质量 能量 守恒 公式 :接近 于 实际 中 发 生 的 情况 . 
情况 2。F(w) 为 一 般 情 况 ， 从 方程 角度 研究 它 的 初 值 问 题 ， 
ТАШ КЁ Ж: 
定理 1 i&F(sa)€ C'(R), Е' (и) = О(1), («є R), B. n 
小 时 有 Flu) = О(|\н|*°), F'(w) = Ol lul), 其 中 上 满足 


Lebke(LeLe.Ly «pL, 
2 n 4 n" n? — 2 
(x 一 1, 2 有 时 , 户 在 右边 不 受 限制 ), 再 设 pe LR) W (R) 满 


É 
1 12, tel. Dol < 8, 


其 中 5 为 给 定 的 某 一 小 正 数 ,由 n/2 < k < w/2 十 1 定 出 , 则 非 
线性 Schrödinger 方程 初 值 问题 


» 54 ° 


a mea — —. mk 
———— 一 


| + Au = PF, 
| u| =, px) 
存在 唯一 的 广义 解 xe C(L:(R°), R+), 满足 初 值 x|;-。 一 q 按 
C(L (R°), К+) 意义 ,满足 方程 按 

(uls), v(s)) Z + | (uls), iv, + Av)ds 


| 一 | OQG), vG)dr, 
Vv (E v, vs, Dive C(L2 (R°), К+) 意义 。 
X x WE FIRE: 
læ Ce) ile < К, 
lu Се) llet < K,(1 + rT, 
le Се) ||, = < K,(1 + е) 100020790, 
n = ], p = 4 BF Uma UIN log (1 + 2). 
lu (z) || L247/(1—2+25) < К,(1 -+ аны А 
n> 2,0 <ë < 1 —n(p — 1)/12(р + 1)]; 34 nlbn/(n + 2 — 
2€) — 1] = 1 H, БЛИН log (1 + 1). 
cd: 定理 中 ue CCLAR"), Rt) 的 条 件 是 指 Ye (0, co), 
M4 0: — 0 时 有 
la(x, t + 8t) — w(x, г) |а — 0, 
注 2: ?满足 的 两 个 不 等 式 ,可 变形 为 
2(p + 1)/[Р(Р—1)] < n «2( + 1)/(p — 1), 


1 — a(p —1)/[2C? + 1)] > 0, 
RERO < s < 1 — n (p —1)/[2(p 十 1)] 的 8 为 存在 . 
证 非 线性 初 值 问题 的 解 是 下 面 两 个 问题 的 解 的 不 动 点 z + 


И =Y: 


0 | =, = p, W | ,~ = 0. 
先 对 w, W 做 估计 ,再 看 用 什么 不 动 点 定理 较为 合适 . 
Хе КИА: 由 Riesz-Thorin 公式 得 : 
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. Бана Cr m et r r EE 


|124 == А Сг) ella < (4x2) "llle 
< Кы" "lol, + lel), 
(4 > 2)， 这 一 估计 当 上 大 时 是 有 效 的 ， 但 z: 小 时 由 于 m0? -> 
oo (q > 2, t — + 0), 估计 失效 ,因此 要 补 加 z 小 时 的 估计 . 
由 101,2 = Ор, БЛ SEXE: 
|4 < Moe li 77 
< (К. + К ||: | wla 
= (Klele + K Dtp) T? |124, 
上 述 两 估计 式 结合 得 到 | 
lilii, = sup [C1 + 77 llle] 


< Klel + lplle + 12), 
EAH 11-1 满足 范 数 的 所 有 条 件 . 


骨 估 计 W: WQ) = | R(: — s)F(V(s))as 
ЦИ iret: < Ku | (; — в) +0 | V (5) |газ 


= Ku n. (: — s) ол (5) 2р; 


кый. [| G — c) menm 


. (1 + PTRD ds 
< Кы|||У]| Cl + z) 00Р 
因此 ПИ 1+. < Кы! ы. EFRA V —W 29 AG 
凡 用 到 算 子 为 紧 的 不 动 点 定理 如 Schauder 不 动 点 定理 ，Leray- 
Schauder 拓扑 度 定理 等 是 不 能 用 的 , RASAT REDE ARR 
原理 可 能 好 用 ,这 是 因为 ,上 式 表 示 MW Illa, IU А ЩИ» 的 2 次 方 


估计 .因此 令 
Vox u(079, w + W = m (m= 1„,2„-+++), M uu 


ат 一 ule S | 
Ша ед < Mehler + Kallu” "ii 


4 
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= liw [е 小 ,使 


К: < L 


时 , 则 可 应 用 归纳 法 证 得 : 

Hailan < 2][[#|]г (m = 0,1,2,: +)» 
这 是 因为 ， 当 m= 二 0 时 ,ww = w, 上 式 为 真 , REAY mik 
为 真 , 则 有 : 

кы < Це Ца + Кы" А, 
<ç ellos + Ka (21е)? < 2101010. 
HAEE. ХА 


Poza — и == sup ia + )/2-9 ptn) 
1220 


m 


< K; sup [C1 十 1 ) VOS KASU | (4 u s )" P+D en] utm 
t >= Ü д ч 


[e 


рр (ит) — F(un7)]4s 


| 


— wD) F (бино + (1 — 0) 79) sods} 


< К: ио ие, (0<6<1), 
上 式 的 成 立 , 是 用 了 Riesz-Thorin 公式 , Hélder KEA, Flu) == 
O(a 的 假设 ， 以 及 Wes < 20106011 RU YT. HER 
可 见 , 妆 HEATS 很 小 使 Kilel = 0, < 1 成 立时 ,有 
|| tD — ||, < 一 人 ss 

EC «C? ЕЗ о FEA, и —> ulm со), 要 做 
到 Кы и < 1 5 Ка s 1/2? ARRU, E WTA 
|||», < Keli + lelet 00.) 1, Я 58 loli 
8, ilele < ó, Drele < 6, 6 HEDRE. 

АЕК * 进行 研究 , 首先 有 (lallan < Ki, BH Tullio: < 
K,(1 十 1) 7mUGtD! iW, + AW = F(V) B 2W R, £i 
E Ne НИЕ: | 


lw CO lis = 2m | | BECV)ds 
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= 2 | IW GM F(U( еу) asao ds 


"wan. 


< куе, | (1 + 门 -rip-Dnad5， 
HT al — 1) > 2(1 + 1/p) > 2, 由 上 式 得 : 
Im CO lla < КУ] ү. 
4 V = u, W 一 wm) — o Д БЭФ w co 得 到 : 
а — wl < Kolilla 
由 此 式 得 : 
uc LCR”), Vi > O, 
[н < lell + lele + Кун a < Ru 
iB W G) = | RG — FO Gd 得 到 , 当 = 一 1 时 ， 
IW (9 | < 4a | (1 — s) 2| F(VG))lds 


< Ka | G — еи С) lds 
< К.И NPT trau 
озу a 978 
< К.И [2 DV I ?+ 
. (1 十 p) mina/2,( 73/2) 
" M p > 3, P = 4 f. 
lbg(1+ í), B P= 48. 
当 0022, 0 < < 1 —n(b— 1)/[2(p + 1)] FF, MH Riesz- 
Thorin 定理 得 : 
£ 
ФОР: | (1 — Sy | FCVG))l oim :ods 
= Ka | 《人 
< K p Waka au ор UG DIC 


Lš 
. il ||| D/P tonto +2—2е)—1] 


А | (2 — s)° (1 + s) "\Рл\п+1—1в)—1),], 
g 
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1 (ф+1)/\а+23—2&)1—я0(р-—/[30р+1)]—#} 
< Ka | 4 |, 


. ПИР 0/02 0/0в+2—28)—10 


N (1 + /ytminti,atpn/(n+2—28y-1D 


| [^ 34 n(p—1)>2, n[?n/(n--2—28) —1] + 1 时， 
log (1 + :), M nipn/(n--2—26) — 1] = 1ft. 
HW = V — w, V == umm КА ЕПТ SOR m — оо, Е й 
合 w 的 估计 ,就 得 到 ullo = 1), Jull- (а 22 2) КИИ. 
为 了 阐明 和 解 取 初 值 的 含义 ,还 要 估 出 
Illu? + ôt) 一 иСг) о == Orl )||uG + 87) — «CO le 
= O(|8#|*⁄2), 


这 两 个 估计 可 与 上 面 的 估计 类 似 地 导出 ， 由 此 得 到 : 


ue СІВ"), К) п C'2(L2(Rz), R+), 
PX fü z 取 初 值 的 意义 为 : |[|#(8#) — elllr 一 0(8; — 0) 
或 
[uC0r) 一 9 一 0， (t — 0), 
再 毅 明 解 满足 方程 的 含义 : 当 v. v, Dive CCLAR"), К), 
HoR | 
8 + Au"? = F(u" 9), 
47(0) = p, 
对 х, z 积分 得 : 
(и, y) и + | (m, 10, + Av)dt + | (E(u), v )dt, 
4 m — со 得 : 


(н, v) 


Lo | us ivs + доде + |, (Еги), was, 
VT c К+. 
可 证 在 此 意义 下 的 广义 解 为 唯一 如 下 : 当 两 个 函数 u, u 十 
Ue CCL'(R?), R+), 满足 初 值 条 件 与 上 面积 分 恒等式 (Vv) 时 ， 
我 们 有 U |... = Ü 及 
QUT), v(T)) + |, (U, iv, 十 ^v)dt 
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= |, ([F(a + U) — F(u)], v)dt, (1) 
I P RES v == U. ДИНЕНӘ: 
一 二 上 DCT 全 = Im |. (LF(u + U) — Е(и)1. U)dx 


< max КОЛ lU C) de 
0о<?#<] 0 


< К» |. IUG) bas, VTeR', 
最 后 等 式 的 成 立 是 应 用 条 件 F'(w) = О(1)(«є К), HEAR 
U(x, 1) = 0, V(x, 1)€ R” x Rt, 

但 直接 令 v 一 也是 不 可 能 的 ,因为 > 满足 条 件 z, o, Dive С 
(LG), R*), fiiv «-U, XA Eu, uw 二 UEC 
(LR), R+), 两 者 光滑 性 有 差异 ， 克 服 这 一 困难 的 办 法 是 取 
v X U ЖЖАЖО К. 

[49] 中 所 述 的 光滑 化 子 之 一 : 


0 = CR m1) pte 

0, (| > 2, 
满足 条 件 jz)e CER), | iGO4e=1,i(=0(1z] > 2, 0) 
E х 的 偶 函数 , jG) = 0(177), Di(x) = 007), ARELA 
E EET CO BOR KCO € CRR), | RO az — 1, &() 一 0 


(| 之 в), KG) E г ШИЮ, KG) = O( D, ka= OC), 
拓 广 U(x, ғ) АЕ УТЕ < 029 U(x,1) = 0 < 0), ШР 
U(x, 0) = 0, KA U(x, г) є C(L(R", R)), 


Bt оба, D = | LL UG, iz —y)4G—r)ayar, IA (1), 
取 虚 部 并 令 1— 0, x 一 0 有 ( 记 Re U = U,, Im U = U;): 


IU CT) + lim 1, + lim; = Im) ([Е(и + U) — Е(и)], U)de 
其 中 +4 P — Ü Ü | 


° 60 e 


lm | Ф| „ pa Aril DU, DUA 1) 
— U(x, :)U,(y, t)ldxdy, 
I, = | dx |, dt »" [U (x, z)U,(x, т) 
+ U,( x, z:)U,( x, r)]&,(: — т)ат, 
由 于 1, 1, 中 最 里 面积 分 的 被 积 函数 是 奇 函 数 , 故 有 : 
[, = 0, 
L, 一 | 。 dx un dt | dr + |. dt j. dr) LU (z, )U,(z, т) 
+ U(x, z:)U,( <, r)]&,G um r) 
wa | 。 dx N dt | [U ,( x, z)U,( x, r) 
+ U(x, 1)U:(x, r)]&,( UT Tt) drt 
= ДОСТ a ат e) 
= = LIUC + о(1), 


因此 有 : 
1 UGP = Im | (FC +U) — FQ], U) de, VT e R* 


定理 1 证 毕 . 
定理 2 出 定理 1 定 出 的 非 线 性 问题 的 解 uC, г), 当 上 很 大 
时 ,近似 于 线性 方程 iw; + Аи = 0 的 一 个 解 u, (x, t) (= 二 意义 
F). | | 
证 wi(x, t) 的 具体 式 子 是 


ux, D = КСФ + |, RU — s)F(uG))ds, 


zb 
W + Az = 0, 


vlem = p + | RC DEU) )ds 
的 解 ， 要 证 明 这 件 事 ,应 证 明 
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= ASAE codi тылуу NR URNA ERR R PP "Аз IRAE: |a p AME Нн. жыйн o RC ERR QVE MORD URNA vun APR URN UI quU Fic onus. nmn 


кх, 0) — Gs Ole m || RG — 2 FGG)2 

G => о), 

(附带 地 得 到 as Cr) e 12, М0), HF 
||, авиа): < [ЕСС а, 


因此 ,如 能 证 明 
(F (а (ғ)) |2 = 0CO + 77), (2) 
ma > 0, 则 本 定理 得 证 . 
п == 1 ў, 
ПЕС Cs ON < Ка) |||, < —1 lu Cs) £^ 
< K (1 十 s) (0/7 (7 DminQz2, 73/2) 
[5 (P = 4), 
log? (1 +s), (b= 4), 


-> f), 
Lš 


М р > 4 时 ， 
р — 1 _1yminfL 223 
ww Dmi "x 2 
= p < 4, РСР — 1) > 2(p + 1), BD (p—1)(p—2) > 4, 因此 
Р — 1 — Dminí 5 213 \ СР 1)? —2) 
> + (Р D) min (+, - ) » > 2, 
因此 不 论 哪 一 情况 , (2) 总 成 立 
当 # 之 2 时 ， 
ПЕ («Сғ)) 1а Kli uls) |??Р]| 
< Каз) р Се) kara- < R(1 + ғ), 


)=?-1>2, 


其 中 
n — 2 - 265 
Q2 22970 omücs)-s( 1) 
J _ 5 —2 + 28 1—5-— "(P — 1) 
P п 2(Р+1) 
= (P — 1) _„у|— 
(руу T a) | 8 


+ min (1, de — H1). 


MA n[Pun/j(m--2—2€) —1] > 1, Bl p> (1 + 1/n)[l1 + (2 — 


26){п] 时 ， D 
8 — u —& НИ р -一 
ЕЕЕ: 
= 2p(1 — 8) — [2p(1 — 8) — «CP — 1)1 
== nlp — 1) > er » 2 


`4 p< (1 + 1/n)[1 + (2 — 2в)/л] 时, 
IE s — пр 一 2 (8 — 2) = np(p — 1) m + 4 


2( + 1) 2(P-+ 1) n + 2 
1 
JL -一 一 一 一 — — 2n — 4 — (n! — 2n + 4 + О 
LD E n (n n )Р] (в) 
2(p + 1) n 十 2 2(Р + 1)(a + 2) 


rene) 


+ (n — 2)°} + O(e). 

由 假设 有 : | 

1 一 e 一 ELI 0 120, 
(Oz) +=) >o, 


因此 当 取 8 适当 小 时 有 8 — 2 > 0, 

即 不 论 是 哪 一 种 情况 , (2) 总 成 立 , 定 理 证 毕 ， 

解 的 光 清 性 等 的 讨论 见 [11]. 

本 章 中 ， 解 非 线 性 初 值 问题 的 方法 有 两 个 特点 。 一 是 适应 于 
线性 问题 的 估计 ， 采 用 非 紧 性 的 不 动 点 定理 : 压缩 映 象 原理 .二 
是 改变 [12]. [13] 中 考察 的 空间 L2 L" 为 首先 考察 最 适合 于 本 
问题 的 空间 L^", 因而 对 F(w) 的 假设 条 件 可 较 弱 。 
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站 de w Í mnn ni тт 


Schrödinger 方程 的 右 端 为 F(«, Ә.н) WAJER RR, XE 合 
问题 , PERS IS, X) еар ЛН, 已 有 [141、 E151. E161 
等 的 研究 . 

存在 问题 : 


1.p 二 二 十 一 十 (+ 十 二 十 Ly 时 ， 非 线性 问题 解 的 研 
2 n 4 n п 


究 。 可 能 是 当 : <T. (T 适当 取 定 ) 解 存在 ,而 1 之 T, 时 ,可 举 出 
反 俩 说 明 解 不 存在 ,这 是 Blow up 问题 . | 
2. 解 光滑 性 研究 。 
[^ + Au = lulu, 
uli = p (z), 
M p € L”, 但 Dp & L’, 证 明 当 上 > 0 bJ, ue C”, 并 推广 去 研究 
方程 在 端 为 F(u) 时 , 解 的 光滑 性 . 
3. со 处 定 解 问题 的 研究 ， 
[^ + Au = F(u), 了 满足 定理 1 的 条 件 ， 
“| = = px), 
由 解 的 衰减 性 质 得 : му, ича (ОФ + | RG — 
s)FCu(s))ds, ЩН z | =+ Ü = ur (xs), ， 则 xz 在 co 处 的 状态 已 
知 , 如 何 由 此 求 出 解 u? 这 时 解 是 否 存 在 唯一 ? 
4. (в + 1@)ш, + Au = F(u) 等 定 解 问题 的 研究 . 
总 之 , 非 线 性 Schrödinger 方程 定 解 问题 研究 的 成 果 疝 少 ,还 
有 大 量 可 研究 的 问题 ， 
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第 四 章 “ 高 维 亚 音速 绕 流 问 是 


$1 问题 的 介绍 


亚 音速 气体 绕 障 碍 物 的 流动 问题 ， 在 数学 上 即 是 求 拟 线 性 本 
圆 方程 (速度 势 ) 的 解 ， 而 在 障碍 物 边 寞 上 法 微 商 为 零 ， 且 于 无 穷 
远 处 微 商 数值 给 定 . 在 平面 情况 ,该 问题 于 [17] 中 已 有 较 好 的 研 
究 ， 今 研究 空间 变量 个 数 大 于 等 于 3 的 情况 . Дл > 3 时 ， 这 一 
问题 没有 实际 意义 ， 但 仍 不 妨 借用 ”一 3 时 有 实际 意义 的 各 种 术 
Ж. 

п = 3], [18] 得 到 马赫 数 二 0.7 时 解 为 存在 、 唯 一 的 结果 . 
[19] 改进 与 推广 [18] 的 结果 到 任何 马赫 数 时 解 为 存在 、 唯 一 . 
[20] 对 [19] 的 结果 做 了 一 定 程度 的 简化 ; [21] 将 [19] 的 结果 
推广 到 有 外 力 情况 ,并 把 解 存 在 性 的 结果 改 为 用 变 分 法 去 证 明 , 从 
而 使 问题 的 实际 计算 方法 有 了 初步 的 途径 . ЗЛА [19] 的 结果 ， 
并 结合 [20] 的 简化 证 明 . 

考察 К” 中 在 闭 曲 面 本 外 部 区 域 9 内 的 拟 线 性 边 值 问题 . 


УУф|х=„ = == (О, 0::., 0), (1) 


其 中 中 是 速度 势 ， Vo == (6.77, tin) 是 速度 ， q = (511) 是 速 
а, р = e(4) A: SUK B, V Ф | => = (U, 0, `, 0) 表示 在 со 
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处 的 均匀 来 流 ， 不 失 一 般 性 取 来 流 方向 为 + ARR IE Т8) (U > 0), 
ze инг 一 0(N яга оаа) тиг Е 


流 的 甘 线 速度 为 零 ，、 定 解 问题 中 ,只 有 一 个 常数 U 是 预先 给 定 的 ， 
ЕЖ, o(4) 为 已 给 函数 . 
经 过 无 因 次 化 后 ,对 完全 气体 


— 1 (у 71) 
(4) (120 е) › 


其 中 常数 7 为 定 压 比 热 与 定 容 比 热 之 比 ， 满 足 1<y<2. RN 

对 p(4) 的 假设 为 ， о(4) > 0, р(0) 一 io(9)s 和 0,9(00) 一 0， 

e(4)e C'[0, di], 其 中 9ima 委 oo。 完全 气体 例子 中 au == 

| 2 ) 

Y—1/ ` 

Emm Жк K— E A WB [ДУ p Же, RRENA: 

o | = -. = 

У (ов, + руг Pss 0, б | 
计算 二 次 型 

+ E ша 1 0 y: 

У обу; + i 9«9«;) 68 = P58 + Е. (Eos) 


1, (í = 1), 
0, (i551). 


的 特征 值 。 做 转轴 变换 ， 使 (ous rns Pr) > 050, ---, 0), 
(әз, Ea) = Qo 5 m)» MERAH: 
p2> ni + рат 
故 得 到 特征 值 4 一 o + od, ho m 1, == р, 由 此 可 见 ， 当 
1 一 p 十 64 > 0 时， 方程 为 梢 圆 型 对 应 的 点 o-s za р) 
BERA 当 < 0 时 ,对 应 的 点 (zo, zo р) 称 双 曲 型 点 . 
идеш T + | 5 — с (p 为 压强 ) 及 音速 定义 2 = 


dp ga pqd4 pq 

SP аы a= O05 „ .. . X M = q/c RWA March XX, 
do do (4) 

故 得 
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8423,27 0B], M < 1, 242, ORI, M > 1. 因此 椭圆 型 点 与 双 


ИП M 二 1 的 点 为 音速 点 ,对 应 的 9 一 q, 称 为 临界 速度 . 

完全 气体 , q. = [2/7 + 1)]'^. 

Q 中 所 有 点 均 为 亚 音 速 ( 超 音速 ) 点 ， 则 称 定 解 问题 的 解 为 亚 
音速 流 ( 超 音速 流 )。28 中 亚 音 速 点 与 超 音速 点 同时 存在 ， 称 跨 音 
速 流 。 跨 音速 流 的 研究 较 复杂 ,至 今 关 于 定 解 问题 解 的 存在 、 唯 一 
的 结果 很 少 ， 仅 有 假设 解 为 存在 ， 而 进行 数值 计算 的 某 些 实用 方 
法 . 这 种 情况 ， 使 得 亚 音 速 定 解 问题 的 研究 带 有 某 些 复杂 性 。 即 
来 流 q. = U 二 4., M。 <l, 不 一 定 有 max M < 1. q. = U 相当 
小 ,可 做 到 max M < 1, 但 U 大 到 什么 程度 , 仍 有 max M «1 W? 

定 解 问题 提 法 中 Ael... (U,0,:--, 0) 的 条 件 , 不 仅 说 明 
来 流 为 均匀 , 且 在 整个 流 场 的 оо 处 都 为 均匀 .这 不 合 于 实际 情况 ， 
实际 情况 总 有 尾 迹 。 假设 整 个 流 场 在 оо 处 为 均匀 (了 略 去 尾 迹 ), 不 
仅 是 原 问 题 适当 的 近似 ， 

障碍 物 了 可 以 是 一 个 财 曲 面 或 几 个 闭 曲面 。 设 有 常数 加 盖 0 


使 
Г € citt. 


为 了 克服 不 明确 U 大 到 什么 程度 ， 仍 有 max M < 1 的 困难 ， 
先 求解 辅助 问题 . | 
x [° A == 0, 


Әх; N Ox; 
уф 
кт. = (1, 0, -.-, 0), 


(2) 


др = 0, 
ON ir 


辅助 问题 中 ， 只 有 一 个 昭 数 如 是 预先 给 定 的 。 我 们 要 用 Leray- 
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Schauder 拓扑 度 定理 来 证 明 该 问题 的 解 为 存在 . 先 作出 它 的 线性 
«Ей. H> (о(4) ==) 一 "作为 线性 化 方程 时 ，9- 
不 是 紧 映 象 ,因此 改 为 用 

> eo; 十 е ре. | Ф.х. == 0 


u 9Ф\ Lo, | УФ | = ... 
作为 线性 化 方程 ,在 条 件 3 |, mo, rS r |. (1, 0 0), 


max|V@| = 9 之 下 , TERR P Ф. O= 0( + х)/ 
max|Y( + z)|, ШР УФ], = 0 vl, = 0 ë 


F 


>; o(a); 十 5 Р. | UV u.c 0, 


y|.- 0, 
Әф Ох, 
ANT | 一 —3w | = — cos (N. ж) | у. 


首先 要 对 这 一 线性 定 解 间 题 的 性 质 做 研究 而 证 明 解 为 存在 ,下面 
先 介 绍 吉 干预 备 知 识 . 


$2 线性 问题 的 预备 知识 


y HJIE— k RARUA D'y. 4 ge Ca) sk С "(0)(0 < 
r < 1) FF, ie 
M ,,4(p) = sup max {1,4 +&}| D*E C) | 


teg 
| ux) — Dig (y) | 
M ss (p) = sup max (1, getir} LD'WGO — DY) 
r, y € Š |x EN y|* 
其 中 т RIEME Ж, 4, == d(x, 0Q), dry = min (d,, dy). sup TA 


理解 为 对 所 有 的 & 阶 微 商 先 取 上 界 . 定义 范 数 : 
À 


定义 C, (0) 为 由 元 素 {тє СКО) | [ш „+ < co) ЁШ 2 [Н], 
А] Е М C a k (Q). C sas (9) Zt Ya AN || „ое 下 成 为 Вапасһ 
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25 [Н]. 


Ж 4x Е [|] RR 
S y) Zbl) 292. HX) 92 + БС = f(x), 
др _ i i і з 
ӘМ r tro, ( ) 
yi. = 0, 


引 理 1 RAER K, 使 We R° 有 : 
IEPS Betis < о], Malor < K, Vol < К, 
(1 < š, ! < n), (4) 
l5]. < K, fe C4,:(9), qoe С'+(Г) 
则 当 0 < r < r Н (3) Ж рє C ,_,,+ | 时 有 : 
gs iue < C(M ,_, (p) + 1с + fla) (5) 
其 中 C 仅 依赖 于 z, О, К, о, т, 
证 现在 虽 是 无 界 情 况 , 内 估计 仍 与 [49] 的 Schauder 估计 
类 似 。 近 边 估计 见 [61. 
引 理 2 WR (3) 的 系数 除 满足 (4) 之 外 还 满足 
lb (x) 一 b; (оо) |, < К, 121,0 < K, lllz К, (6) 
而 且 fe C,,4C000 C,,C2) 时 , 则 当 0 <т< т, B (3) Ж ve 
С»-ыз+‹(2) 时 有 
M ,_,a+ Í| (F) < Cgolerrn + Moss + ША) 5 (7) 
C, [Xx ДЗ n,o, О. K, r. 
” ”证 应 用 引 理 1 知 (7) 可 由 下 式 导 出 
M ,_, Qr) < Cgojlcsrn + ifla + to) (8) 
BHE (8) 又 可 由 下 式 导 出 : 
Мол(@) < C:lle + ifle + fasi) (9) 
当 (9) 成 立时 ， 不 妨 设 1с + fl, + Mese < 1。 则 由 


(9) 得 : 
Mo, (T) < С, 


BR R = [2 B,,(ço rr), ЖЕНА: (В;,,(со)) 是 定 阵 (5; (oo )) 


« 69 e 


(T ын НЫ 


的 逆 。 应 用 (4) 与 (6) {8. 
li. < R< с|х|, 
g 
O'R?^ " E 
OxiOx; 
ge ( R^" _ р?" 0) к= 一 一 T ( — 2 + z) R^*7:A 十 O(R *-r) 
2 2 | 


> b, (co ) 0, 


选取 Ro 充分 大 ,满足 
{К> В} со, Ri 一 Rirerr2 <], 


< Ea — R^" *^" 十 2 (Rj;" _ 6") | 
3 
< —(«—2+ E) o + ocior) + UL <o, 
2 2 С, 


显然 Ro 的 选取 仅 依赖 于 О, К, г, п, с. 因此 由 极 值 原理 得 
Ci 


Е;”— Rg" TA (К° — R"), (R 2 Ro). 


I| < 


再 结合 M (p) < C, M ,_,, (r) < С,, B (8) В. 

现 用 反 证 法 来 导出 (9) 成 立 . | 

如 果 (9) AABI Vk 一 1,2,--- FE bh, 0I š, ; < л), 
bk f*. y$, w^ 满足 引 理 2 的 条 件 ,但 

M, (tt) > kr let + IA sue + +), 
不 失 一 般 性 可 设 Mop) = 1, 故 
| сету + Mlle + По < E 

{ЛЕН (9) 得 出 (8) 的 办 法 得 M ,-, (Wk) < C,, 应 用 引 理 1 得 
M , 22a (Pt) < C.. | 

取 《的 子 列 (不 妨 仍 记 为 (ky) 在 2 的 任何 紧 子 集 上 , 25, 
bk, bt BUAT 03, И, 0s Wt 直到 二 阶 微 商 一 致 收敛 于 及 
Rog. 21, bi, b° 满足 引 理 2 的 条 件 , llar < Ca A g’ 
WIJE 
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-O nammy THA ure ce Ero ple RR e ee UI E Tawka. PESE GAP: = 


| DOT 十 Soi + ow = 0, 
J 
Әр? o, 
ON ir 

niu == 


由 强 极 值 不 理 得 = 0. 
这 与 M oa (qt) = 1, M, , (wt) < C AF. 引 理 2 HIE. 
定理 3 在 引 理 2 的 条 件 下 ,线性 问题 (3) 的 解 me C)NA 
C(O) 为 存在 唯一 , 且 тє Ct), 满足 估计 式 (7). 
证 解 的 唯一 性 由 极 值 原理 得 出 ， 解 的 存在 性 用 参数 延 拓 


X RR RE 
[(1 — 0)%, + 0=% My — 0f, (0 < 0 =< 1), 
Og, .. 
ӘМ r Fos 
Ф|. = 0, > 
其 中 9 == Eblo) — 5. M 0 = 0 BJ, 9, ERE 


Ох;Ох; 


МЕТАД k, Аф = ОУС Їп] АЙ , 解 的 存在 与 唯一 性 见 122]. 
9 一 0 可 解 ,由 引 理 2 的 估计 ,对 解 进行 参数 延 拓 ,得 到 8 二 1 
可 解 。 定 理 证 毕 . 


$3 辅助 问题 的 求解 


考察 辅助 问题 (2). HAR о(4) 在 4 > 2 部 分 作 一 些 修改 ， 
使 这 样 做 对 (2) 的 解 没 有 影响 ,这 是 因为 定 解 条 件 (2) 中 有 
max|V 9! = ОЖ. БИЕ NAE SNO < q < co 时 , 方程 
为 一 致 椭圆 型 ,这 样 便于 应 用 Leray-Schauder 拓扑 度 定理 ， 
下 面 是 可 用 的 修改 方法 之 一 . 记 (0 十 4.)/2 = Q, 
(О — 0)(24— 0 — 0) 
у = y = 一 b _— Чыл ПЕ _ Р. 
(Dz +t 2(4 — 0X9 — а) | 
则 当 Q < q < он, s(4)é€ C” 且 为 单调 增加 ,又 


9 7i o 


k- озш 


(Q) = (0) = s” (Q) = --- = (0) = (OQ) ee = 0, 


(Q) = 1. 
令 
ps 0 < q < Q, 
Ё = p(l — ғ) + o"*s, О <q < 0, 
о*, Q < q < oo, 


其 中 ot = max e(4), 则 a 合 于 我 们 的 要 求 。 这 是 因为 ， 由 


pE С'(0< q О)Ш pe C2(0 < q < co); Ho 0(0 < 4 < 
Q) 8 8 > 0 (0 < q < co); Hi ° + ояр 0 (0 < q < 0) 得 出 
p + 54 = (p edq)(1— :)-Fo*s--4(p* — p)s > min{p+ pg, 
o*) > 0 (g < 4 < 0), Kite dE IE d EK f s + P'q > K > 0 
(0 < 4q<— co). 因而 
>. С A] = Dal DP) Pij = 0 
Ох; N Өх; 1 
特征 值 为 4 一 5 t pg, Mà. = р, 故 有 正常 数 g = o(0) 
使 
ol < Ха,(0ф) у < —|5l, vie В", vae [0, со), 


为 了 记号 简单 ， о, 4;; 简 记 为 Ps Gi. 因此 


[ө 
Ls (e ar) = Zai;( Dg ) grr, = 0, 


T+ 0 < q < co 39 — [ЖИ , Вр 0 
e| £^ < Eal DPE < ер, VEc R^, Vac {0, оо). 


БО ф(х) 满足 pe C(A), Dp(o0) = (U, 0,:--, 0), 
[9(x) —Ux,],2, = 0, iDg(x) — Dg(co)| < Cd, 
IDo(x) — Юф(у)| < С, тіп (1, 451)| х — y|: , 
ЖН e = r(0, T) < то, ro 是 Fe Ce 中 的 常数 。r 的 具体 数值 
将 于 下 面 取 定 。 设 函数 ф(х) 的 范 数 由 式 子 
lg! = |U| + тах|ф — Ux| t inf C, t inf C, 
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定 出 ， 可 证 ql 满足 范 数 的 所 有 条 件 ， 而 由 此 所 有 9 的 集合 qi 
成 为 Banach SEE, 
iz oe E, 求解 

а (Do). = 0, 

ow == — cos x 

ƏN İr (N, irs (10) 
| т „== 0, 
由 和 定理 3, 知 解 下 为 人 存在、 唯一, 且 Ve С»„—зы+‹(0), 特别 有 VU = 
О(4г"), 因此 max|vLg GO + АЛЕ, Ф 


Фа) = Llr t ul | (0<0<1), 
тах|у[ф =) 十 x,]| 


则 Ф 155 xe 
Ха; (Dp); == 0, 
0D o, 
ON ir 


тах УФ = 00, 

No 

[Уу Ф| 
由 PE С„_„+‹ 特别 得 тє E, ПД 6eE. 因而 Ф = To, 6) 
(0 < 9 < 1) EREA E BJ PEBE SR. 我 们 要 证 明 这 一 线性 了 映 象 
当 0 委 9 过 1 均 有 不 动 点 。6 一 1 时 不 动 点 就 是 我 们 所 要 求 的 畏 
助 问题 的 解 ， 

验证 Leray-Schauder 定理 的 诸 和 条件。 由 定理 3 得 到 
|147 „22+ < Kliplle, 
ERE T 8928 Ж 259 EE. BETH? ER, ВХ ge E, p€ Е, los — 
plie -> 0 (k — оо), KE |o, — Ф||к-> 0. ZUR A IET ER.BIEST 
яр 与 正 数 6 > 0 fi 8, — Ф||к 2 8, 但 
(Pr larzte < Klipelis < Kele + 1), 

故 Urel 在 站 省 rr 29 K.IBIUE wu K UC 的 子 列 Y E 


| an — Vau — 0, (K — 00), 


| = (1, 0,---, 0), 
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хх ————— 


出 ХаРи) 一 0 取 极 限 得 Уа, (Ре) Ou. -~ 0, Fj 


8 Ox; Өх;дх, 
法 得 КЕ} 一 一 cos(N, z), Palo 一 0， 由 定 解 问题 (10) BOR 


为 唯一 得 sj Jug. ЕҢ Ца», ка W | aac — Ü М. РФ(оо) ==а 


во s. pp p dm 
тате" , 0) HEH 19—10 (02), 


得 到 矛盾 ， 

T(o, 9) 是 6 的 线性 函数 , 故 对 6 为 一 致 连续 ， 

Щщ Ө = 0 时, Ф(х) = 0, Eit o — T(p, 0) 只 有 9 一 0 的 解 ， 
Re 一 0 时 解 的 指数 为 士 1， 

再 证 明 ф—Т(ф, 0) = 0 的 解 在 E 中 为 有 界 , 即 要 证 lele = 
iU | +tmax|p—U s| +inf C,+ nf C, БЯ. HT U= Рф(о), 


0 < U < maxlvgt 00 < 000 <0 < 1), lU X B. 下面 


利用 解 的 内 估计 与 近 边 估计 证 明 inf C, 为 有 界 . FH oo 附近 的 全 
计 证 明 inf C, 55 e Urn JER. 
利用 [51 中 关于 Halder 条 件 估 计 和 的 结果 ( 它 基 本 上 是 [491 
HA z 的 估计 的 特殊 情况 ), ule WAU < т< п) Н 
езе ѕор |41 = М, id 
Ако = {xE Of |х — vol < plul) > К}, 
Bi, {xe Qd x — x | < plul) <k}, 
其 中 x, 为 圈定 常数 . И w(x)€ Bal, M. ү, 6, 1/4), ШЖ 
Vx € О, Vo > 0,\/оє (0, 1) 有 : 
1 
z aja) me 1449) 
— k ]” + | mes! mq 4, p, 


P l'Vul"dx < Y | 

К›(ї—т)р 

Vk Z max {тах u(x) — 8, тахи(х)}. 
K 9 K, aQ 


K, = ix|ix — xol < е} 
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1 
| Vu|"dx < Y [= — max {Í 
DEM | n g^ o^ (1 — п[а) Eksp | k 


— u(x)]" + 1) | mes77^2.,,, 
МА < min { min u(x) + 09, min u(x)]. 
К 89 K 189 | 
[5] 中 证 明 , 34 (к) € Bal, M, т, ё, 1/4) BF, U Z OPER 
及 近 边 均 满 足 Holder R. Ору Holder 条 件 的 指数 仅 Ej m, 
M ,7Y, 58,4 及 内 闭 部 分 到 OO 的 距离 有 关 。 近 边 满足 Holder 条 
件 还 要 求 OQ 满足 外 锥 条 件 及 и|оо 满足 Holder Ж, 近 边 Hö- 


lder 条 件 的 指数 、 系 数 再 与 这 后 两 者 中 的 常数 有 关 . 
Ф = Т(ф, Ө) 的 不 动 点 为 gE E Е фє C, _, a | (9) Н. 


Ха, Ф; у =| >, д | ( A | = 0, 


Op 一 0, 
ƏN ir 
УФ |. = (U, 0 °. 0), 


max|Vgol = q=< 0. 
p 


应 用 线性 方程 的 Schauder 估计 得 
pe CGO)nmnCcr( oO) 
方程 对 xi 微分 , 记 дф / Өх, = и, іс) и 得 
ea дуд | OpY L 5 д Dig 
0 ә” Әх, (n o6) ox ° Әх;дх, 


Op op до ` 8 ди 
+ ep p vp vp _ =з —— | .. 一 一 ). 
Ox; 9 > Ох, FEFA 2. дх; Í 


= 


d ii w бб;; 十 е фара. 

i {r| le — xix aco, WA, = (z€ 9l1l — з! < л, 
ибх) > n), COGO 为 |x 一 如 | < 中 的 截断 函数 .上 式 匀 ¿(G (u — 
n)t 积分 得 | 

|. стара К |, и УГА. ` 
7.4 IT 
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HZ ¿(*) Plr — x < (1 —@)za| diog1(0 < 0 < I),|r—x l <= 
外 为 0, РЕНЕА, АА, 


"n |Vul'dx < K mes 4,,, —— Z Т: тах с ш) — nl 


国法 得 到 Ва s, 上 的 类 似 估计 ,因此 
€ 28.015 — r| < n, О, K, ©, о), 
改 得 : 
lule) — u(y)| < Кату\х— y|^. 
但 [5j] 中 仅 证 明 当 |x 一 y| < K,4,, 时 上 式 成 立 . ?А!х—У| > Ku, 
有 时 上 起 也 是 成 立 的 。 这 是 因为 ; 
julk) — u(y)| s 1uC]| + |46) |< 20 


«Sd |z — У|', 


再 看 近 边 估计 由 于 Te сө, r JT - 22 ЕЖ 
ri == (Буе, E.) € CHo, 
ЛАТА А Poe Г, 适当 选取 变量 (与 ,………， Б), 使 得 在 以 Po 为 
中 心 的 小 球 @ 内 有 5 一 6,0,0, xs) € Cto, ТЕ Po дд CE s, 
En) 作成 单位 正 交 坐标 系 ， 且 在 ОПГ Fš, mA TEAM. A 
体 和 的 选取 方法 为 ， 先 取 A... 使 它们 在 Po 作成 单位 正 交 坐 
标 系 。 由 于 
cos(N, х;) 一 人 人 人 Ena) E CH (i 1,2,...,7), 

因此 直接 取 r; = rët Ё.) + 4,0617, ES) E x, € 
C 不够 , 取 

| 

g..,)d0,: 00,1, 

求 反 函数 5,…., En ee 记 


Rig 
- > 2. Әх; ` 


S tŠ, Nl 


" ACE ".. 


6 s 


则 有 
оьр = бү» (718 一 1 a2), 
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Gini onr = 0, (f= 1,- n— 1), 


x 5 


E ду V? др Әф Ot, Ot, 
P= Уо, = x( oy др др at дм 
и Oš; OE, Өх; Ох, 


2 (o ЭФ \ — 0 是 变 分 问题 5|| eqd9dx = 0 的 Euler 方程 ,这 


0 = Jl eqdqdx == | сагаа = >| ox; 2e 5 9Ф д, 
” d Ох; Ох, 


-一 引 ЕЛ ( D», Ppr 
经 坐标 变换 成 为 
|| peddg]dE = 0, J= (rn *, хь) 


O(£,, ` ° ”? E.) 
或 


D-2- (Урай, Ј) = 0. 
EAX 5, 微分 得 


х2 (Dp 2 


05, 


ER 
bi; = pO; T P 2 10;k0 H KS, 
О - .L Je Осы _ _ _ 
В; = 22 ( Ja;; )ptl; 十 24 2° вк, НН КЇ ms 
对 此 ， 
Bijl р, = [ +e 271 。 
q Pe 
当 小 球 半 径 适 当 小 时 ,有 : 
Te Zana, < al, Vie Re 


° 77 ° 


vo omae. MITIS AIT eae SUCTUS Caere nun et: AUN ad RUIN RU a EE HORE ERA RE D DN Ao ER RP EPE e o E ae Ó. . 


о, 0, NT RIITA o, 0, P, WI 2e i 一 0 化 为 元 | 一 0. 


EH u DER 0208, — 3)* , 其 中 心 为 以 总 为 中 心 的 截断 
肖 数 ,但 设 的 支 集 在 5 内 , 且 在 1 二 7 时 ,特别 限定 第 数 1 宇 0， 
经 分 部 积分 得 : 

zi (E78; 3 | 
上 式 中 不 出 现 面 积分 的 原因 是 : M ; >< n 时 ,积分 与 平面 厅 平 行 ， 
¿ = 0; 34 ¿= n, l= n FJ [z , — n] = (— n)* = 0; = і = n, 


LLL i= LE ENTRE 


r дЕ, IF 
0; ЦЕ] = n, ij G; | r 一 0, "n" 十 аай йн ).= 


О MZ. ta 
+в) BE [g (u; — »)14 5 = 0, 


aix Ej) 


(Z annin Уай), =0, 因此 有 2 JBsi 7 E = 0; 同 法 得 56,|r==0 
(i = n. 1 = n). 
ESL и 的 定义 到 oNO 为 | 
ui( £i, - "*s E 19 т E,), (i 56 п), 
ЧҮБЕ: DEEN (1 = п). 
则 注意 到 zlr 0 得 到 吉 € WiC(o). H LX GI 
"M [уа | dE < K mes Ayra lum y max x Lu G) 


一 gl! + ul. (0 <0 <1), 
ls n у, т Е; 1 = n f, n > 0. 
同 法 可 得 到 B,a e, 上 的 估计 . 因此 
u,€ 2,0%, 0, K, ©, ©), 151, 2,::-, п – 1, 
u,€ (д, О, К, 0, co), 
由 15] 得 ,存在 7r; = r,(9, Г) > 0 88 PB ELI YT EX ML 
lu(x) — «(у)| < Кх — y|, (u= u, 一 1 2 `, n), 
HZZ oo 附近 的 佰 计 . (1 < kS ,) 满足 方程 
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of . 4) == ( 
25. ш Ох. 


; j 


„ На 的 表示 式 及 4 有 界 易 知 , К, 为 常数 . 


iu K, == SUP od 
—À x, pi aj 仍 记 为 à jj) 合奏 换 后 有 a; (°o ) m Ə;; d = T 


1=< on). ША sup да; = К, $ 


rti. 
«enl Ou 
x £ (? 


ux(x) — ul) = v,(x), 


RI e, 满足 
8 Qv, 

>x (а, *) == 0, v(o0)-0 (1sxksn). 
id | 

V = Уно — (2), 
1 ` Ж 

m А o tim nt Wij 

8. o. ay (zx 94 — өсө 

> 2. (a d;; a) > 一 2 les 25и, 2 s 7 о Әх 


=a 25а, Ora _ vri (2 2 97 4. дац дз 8r) 


Ох, Ох; fij Өх;дх, T Or, Ox; 
> [2 + 9) + nri [1 + o(1)]12(s — 2 
Ou, 


— А) ^? — рК А | —— 


Өх, 


m A(n — 2 一 A)rir ^? — p Kir?r —24—2 


L À 
一 171 кресс) | > 0, 
r 


2; А+2 


当 我 们 选取 з 一 ^^” 22 2 ro 相当 大 ， 则 当 > > 0 时 上 式 成 
I. AEV RE r < r < co 取 到 最 大 ,又 Y(co) 一 1 


“ms < 20+ un — n =< 0, 
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s V r fB Ri. IE V < o + ro < r < ©, 
b Sa ео, Qeknrmu). o (D 
«dE co 点 满足 Holder 条 件 是 (11) 的 特殊 情况 。 但 (11) 中 
п 与 函数 有关 , 即 在 oo 点 zx 的 Holder 系数 与 x 有关, 这 仍 不 符 
合 估计 的 要 求 ， 
设 原点 在 1 的 内 部 . 记 尺 一 diam 9, 责 为 大 的 正 数 。 令 


uS M RL |r| < 2R 
1 — 
2(R — |х\) A R< |< 
R 5 2 + 
X. (вур) -0 乘 以 fw， 分 部 积分 并 应 用 (11) 得 
[eese cette к, j. s v’ |V| dx 


+ K R7? f. p ^t'ncig, < 2pK O'RI” 十 К g2 RITER, 
Ba =n — 2 + 1/3, W z 22 3 НЧЕ n — 2 — 2¿ = 8/3—n=<0, 
Kite R — со 得 到 
| l'V»|'dx < 2"X,Q R"? = К,. 
点 x 关于 |x| = BURGOS X, 则 上 式 化 为 
| a [X1] Vanl < К, 
| X| <1⁄2R 
因而 当 P 小 时 有 : 
| РАХ < Кари", | 1ўх”14Х < Ке", (12) 
IXi« PILT: 
当 大 时 ,由 


[1|ху»|4х < К, | | [es — ç(2z2°)]2| Vz |?4х 


| au |0161 40142 


及 内 估计 
|e(«) 一 v(x ) | < Kd ‘|x — х°| 53, 
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ЖОШ) IG). _ 
жер < Ке], eerie] НВ, 


EE «к 
经 反 演 变换 得 . 
Уо AX < Коеп, £ < 3.| °| NER y, 
J ix—x9 <ë 5 
故 有 
| IVxv|aX < K |X | AEA E[S 3 Ix , (13) 
ІХ-Х 5 
1909, E) | |Yze]4X, 8 |X°| = o 8, #8 (12), (13) 
得 ; 
Kp КЗ ПТ 1+#т\/2 £ < =, 
c(X*, £) < | п W (14) 
_ п —44-r,/À 
Kip", оз-н < £ < Зр. 


应 用 Соболев 分 解 式 并 结合 (14) 得 : 


v( X’) 一 | ¿o (z)e(z)dz | < > |, Ts mE Dv Ca)ds| 


< K, N "о (X°, E)dE = K, |а", ЭТЕ 


(1—-1)f, 


+ (я — 1) N £a (X°, pag] < Kotra, 
应 用 (12) 8. 


m ¿((w)e(z)dz | < 


<|> í " ei (0, 000, в) D;v(z)dz 


$m] ИТТЕН | 


< Ky N Erto (0, EdE = Ky [ 5 9(0, 8) N 


| + (n — 1) N $ "c(0, Dat < Kup", 
上 面 两 式 结合 得 : 


Ie) < Kal X [ina 


i (*—1)f 
Табе) — и(оо) | = оС) | < Kalaj wt 
Br = min(vr ауа.) 则 上 面 估计 , 结合 内 信 


2 十 


- 
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计 、. 近 边 估计 成 为 ; 
.. |Dg(x) — Оф(9)| < К„4;*%, 
|0ф(ж) ~ Do(y)| < Kumin (1, 450) |ж — yl*, 
因此 inf C, < Ks, inf C, < К, DAER, 


— _ _ 90m) + х1] 
AFIA pl) max|v [p (x) Aul то) 是 (10) 


的 解 且 ф(х) Є C, .,, (09). B TIDe() 一 De(oo)| < Cd, 
我 们 得 到 : o 

= | e——————————————M ,***, 0 = 5 ,^7*, 0). 
vel. тах |У [ф ох) + x]| ? ) (U, 0 ) 
H [gr (<) + ul. = (1, 0, - "ts 0) 得 max |V [g(x) + x] | = 1, 


— u, | = |— 2750) |< 
19 | 1 EXIT 


HPE С,_,.+:(0) B: |Ф(х)| < Ku ^, BRI mU T 9 X8 
究 , 导 出 max| p m U, | XH A. 


Am p — Т(ф, 6) (0 委 6 委 1 的 不 动 点 为 有 界 . 把 映 象 的 
区 域 稍 取 大 一 些 , 则 在 区 域 边 界 上 没有 不 动 点 . 

所 有 Leray-Schauder 拓扑 度 定 理 的 条 件 均 满 足 , 故 得 : 

定理 4 辅助 问题 (2) 的 解 oe C" (0) C'tr(Q) 为 存在 . 


$ 4 绕 流 问题 的 求解 及 解 的 简单 性 质 


定理 5 绕 流 问 题 (1) 在 亚 音速 范围 ( 即 шах|уф| < 4.) 内 


解 pe C" (9) n c (Q2) 除了 一 个 常数 而 外 为 唯一 . 
证 由 前 面 不 动 把 研究 知 p — Ux 在 oo 附近 为 连续 ， 故 可 
取 定 [ф 一 Ux] .=o == 0, 


TIBUS Xa E — 0, [ШШ р, фо 之 差 p= 


o? 一 фо 满足 下 面 方程 
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„== 


Dalu, en ид) 6 十 yi, 290. == 0, 
o Ox, 


其 中 (m? 
um = D (m = 1,2; i= 1, 2， °, n), 
Ох, 
b, = X. [ 2; Cu? s ` „че, п» ° "> иб) 
Wk 
(2) (1) (1) Fp (5 
uu a; (ui? 9*7, Wh-isH > 17 * ign )] 一 -一 一 Óx0x, 
* ð 
p 0, Ф 
一 -| == 0, ф(оо) = 0, 
ON I? 


因此 当 5 不 为 常数 时 ， 则 它 不 在 8 中 取 到 正 最 大 与 负 最 小 ,结合 А 
ф(оо) = 01521 ф = 0, 定理 证 毕 . 

定理 6 存在 正常 数 47. 使 得 当 0 < U < яг Wë Dë Ia) HJ 
解 在 亚 音 速 范 围 内 存在 ( 它 为 唯一 见 定 理 5), E. E UG EH PEL XC 
O(U)€ C10, 42), x lim ,QQU) = 4. 


证 а вании ево Уо 
决定 。 所 以 可 简称 对 应 于 的 解 和 对 应 于 8 的 解 ， 或 对 应 于 (U. 
О) 的 解 。 也 可 定 出 函数 OU) 5S U(0), HH UO) 一 般 为 多 值 
函数 (由 于 未 证 明 辅 助 问题 解 为 唯一 ), 而 8(U) 则 在 亚 音 速 范围 
内 最 多 只 有 一 个 值 . 

国定 O, < 4., Ж Т) UE B] VU 8 0 <U s inf UCO) 必然 
有 对 应 的 一 个 解 使 0 < 8(U) < Qv. 用 反 证 法 , 设 这 一 断言 不 真 ， 
BI U (ë 0 < U < inftU(0), 但 无 对 应 的 0<0< 委 2 的 解 
TUE RE QU;, 0;) 使 lim U,= U, sup Q; < О, l| SE JN {p F 
[+ 1. 为 紧 , 有 子 列 lp KAT Фф, 因而 Em 0;, — 9 < О, 
BU $ 为 对 应 于 (0, 0) 的 解 ， 得 到 矛盾 。 由 于 上 述 解 列 不 存在 得 
到 ,存在 8 > 0, (& (Ü — &, 0) 中 无 对 应 的 0 二 0 < О, ВС 
йй ё < 0), 应 用 Leray-Schauder Е T ZB] E BJ — оо < U < 
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Ü 一 2/2 部 分 得 到 : VO 0<0< Q, TF 0 < U < Ü — š/2 8 
少 有 一 解 ,因此 inf UCO) < Ú — š/2 < Ü, 矛盾 . 

再 证 Q(U)€ C[0, inf U(00)1. VU; 使 当 ; 00, U, — 0 < 
inf U( 0%) .由 绕 流 问题 于 亚 音 速 范 围 内 解 为 唯一 得 到 0(U;) 志 9。， 
如 有 子 列 0(U;) — О = 0(D), 则 由 解 列 紧 性 知 有 对 应 于 (VU， 
О) 的 解 , 与 解 的 唯一 性 矛盾 . 因此 , Q(U;) -> QCU) GE — оо), 这 
就 证 明了 9(U)e CEO, inf U(Q;)]. 

记 sup infU(Q) = 42. li T inf U(Q) < 0, 得 到 9? 为 有 


限 数 (42 < 4.), Н Q(U)« CIO, 42). 
Sup Q(U) = OQ, VO, < 4., 4 Оэ 4, — 01% 
UintU do) 
sup Q(U) = 4,. 


U<q; 


如 果 | ~ 
Hm inf Q(U) = Q < 4,, 


И-»а„ 一 4 


则 连续 函数 Q(U) BIB U 一 42 一 0 时 ,在 16,9.] HEARR 


动 ， 因 此 [0,4,1 间 任 一 点 都 是 O(U) 4 U — 42 一 0 时 的 极限 
点 ,因此 有 U,— 42—0, Un 42—0 (E Q(U,) — 0, 0(0,)— 
(0 + q.)/2(m— оо), 对 应 解 列 (ps). (95 КОЕ Ж p, p 
分 别 是 对 应 于 (9?, 0), (4°, (0 + 492)/2) 的 解 ， 与 亚 音速 范围 
内 解 为 唯一 相 有 矛盾。 定理 证 毕 ， 


$5 ЖЖ АЛ ELE DE IR 


前 面 的 讨论 ， 一 直 限 定 无 穷 远 处 来 流 为 x 轴 正 方向 , 今 去 掉 
这 一 限制 成 为 


Уф|х=„ = и", 
其 中 u? = (ur > ur) 为 给 定常 向 量 。 由 于 方程 与 边 值 条 件 为 


* Bie 


De —— r n w с. G — 


. a adit t 


转轴 不 变 ， 因 此 该 问题 的 解 pe CHLONC) S |н” ЖК,» 

使 max Ve] < 4 时 除了 PP 有 一 个 未 定 当 数 外 为 存在 、 唯 一 。 记 
(p = Du; xj T, 

适当 她 选 定 qp 中 的 常数 使 (co) = 0, 把 四 看 为 线性 问题 的 解 ， 


则 由 前 面 得 出 
Ф112, < K|: |. | (15) 


绕 流 问题 的 解 按 下 面 意义 连续 依赖 于 ， 
定理 7 取 定 常数 O < 4., 存在 正常 数 K, 依赖 于 О, 使 得 对 


任何 满足 条 件 
lw | < inf U(QÀ,--*, OL) 


zi 
的 w+, 92 对 应 绕 流 问题 的 解 2, фо. E фо. фо E H ФЭ, 
Ф, Ф. Фо gÑ E. РАЈХА 
|P? — 99, tr < Kolu? — u^. 
WE ju e= 0? — $, 则 5 满足 定理 5 中 的 方程 及 下 面 的 
边界 边 件 与 co 处 条 件 


2p = ар — up”) cos (N, а), $(9) = 0, 


co 处 条 件 是 由 (15) 得 出 的 。 由 (15) 易 知 b; WEER 3 的 条 件 ， 
应 用 定理 3 得 证 本 定理 . 

定理 8. dE J MU EXE Zi. d max 只 能 在 ГЕНЭ], 

证 ШЖ 4.2 0 # 9 D P JAHR $0, ШШ 217 76 gh 

ә (Өрү о ӧр| ожа. {дт _ 
> 2 (о 92) — o5 ӘР] = 0 RE, 但 可 做 到 vals 一 Cone 
O0,.- °. 0), 因此 ui 在 PP 点 取 到 正 最 大 . 由 于 и, 满足 糊 圆 型 方程 
У, 0 (а, =) 一 0， МЕЕН ЕЕ ЖАПЫШ ЖЫЙ u 是 常数 ， 即 a = 


d maxs 因此 й, = •• ° = u, = 0, 由 Oe 一 0 得 到 7 一 0, 故 
ON іг | 


A8. 
= Qmax 2 0 在 oo 处 取 到 ， 转轴 使 Уи |o = Cm O0,- 0), 
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{| lg mm тах 4—2,24t < oO, 


r= д а, 5-0 (a, DE) m 
amsa О) BE аео) 化 为 oj Z2 (а 06) о 化 


У (е 05) 0. 1@ # = Ils — Iaa), аьа 
к, з ео), айву, 20 
2,***, 8), 方程 化 为 : 


эү (5: әү) + в ӘҮ. 
其 中 2,,(0) = 5， B, 一 осин), В = O( |Y |>). а 


y= — Ws (n = 3), 


(1— cC|YPw, (n> 3). 
方程 化 为 А 


y-2 (20у) 24) 4OEXB, D" + Бш 0, 
| j 


In 


OY, OY; 

取 C 充分 大 ， 总 可 做 到 有 (0) < 0. 由 强 极 值 原理 得 到 ， 当 w 在 
Y = 0 取 到 非 负 最 大 或 非 正 最 小 时 , w 只 能 是 常数 ， 因此 仅 有 两 
种 情况 。 一 是 w(0) 不 是 非 负 最 大 与 非 正 最 小 ， 由 于 w(0) = 0, 
w 在 原点 附近 有 正 有 人 负 ， 故 um E oo 附近 有 大 于 与 小 于 Im: HI 
分 ， 因 此 q = (u^ со 附近 有 大 于 415-2 的 部 分 ,与 假设 
4|... = ds 相 矛 盾 ， 另 一 情况 z 为 常数 , o == 0, и, duas 也 
可 导出 矛盾 。 定 理 证 毕 . 

定理 9 在 oo 附近 的 亚 音 速 流 , 必 有 |:- 存在 , 且 有 x 一 
й|+„==О(|х|°) (a > 0). 又 整个 空间 的 亚 音速 流 必 为 均匀 流 ， 

证 ”定理 第 一 部 分 的 证 明 见 前 面 oo 附近 的 估计 ,第 二 部 分 应 
用 极 值 原理 即 得 ， 

存在 问题 : 

1. 解 的 单调 性 .对 绕 流 问题 (1) 证 明 当 Ue [0, 42) 时 ， 
Q(U) 为 单调 常 增 ( 或 单调 增加 ). 

2. 边界 Te C^ 的 减弱 , 对 有 尖 角 的 飞行 器 ,证明 解 为 存在 ， 
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3. 区 域内 部 为 亚 音 速 而 T 上 出 现 音速 点 , ПЕНА 25 ü [B] ИИ CÓ) 
的 解 仿 为 存在 唯一 . 

4. 研 究 带 有 时 间 的 初 1 8 WJ 8f CRUEL. 

5. 在 一 定 的 几何 形状 下 ,对 比值 4?/4. 的 理论 估计 。 

6. 22/4. 的 计算 问题 。 | 
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RZE @ u = А(и") (m > 1) 类 型 方程 的 初 、 边 全 1А] 
题 。 这 类 方程 表示 流体 在 稀 蕊 介质 中 的 次 动 ” ， 

方程 展开 得 : 

и, = mu” Au + m(m — 1)” ?|хушн\?, 

当 u 0 时 ,方程 是 抛物 型 的 ; 当 « = 0 Hi, DEE; # < 0 {ЗЕ 
际 情况 不 加 学 虑 . 

媒 化 抛物 型 方程 的 初 、 边 值 问题 与 Cauchy 问题 ( 纯 初 值 问 
题 ) ,在 一 定 条 件 下 仍 可 证 得 解 为 存在 \ 唯 一 ,但 有 一 个 性 质 与 非凡 
化 抛物 型 方程 不 同 : 

Us = U ax, 
bl. = ф(х) 

的 解 为 


1 o “ху 
(unm cuu Ge * 4. 


X g(x) > 0(|х| <a), eG) = 0C|1xl 2 a), 电解 的 表示 式 知 
M z > 0 ulr) > 0. ZEE OG РУНА ЗЕ BIOL. BJ a) E 
何 微小 的 增加 ， 均 有 解 “> 0, 这 表示 线性 抛物 方程 解 的 传播 速 
度 为 оо 的 性 质 . 非 线性 非 晓 化 的 抛物 方程 ， 这 一 性 质 仍 然 保持 ， 
这 是 可 证 明 的 。 
j“ = (Ww) n > 1), 
“| = = ф(х), 
设 p) > 0(|х|<а); p= r] 2 a). RÜRTUEZEZE eCz)>0 
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Fue, Ò == 0 («> об), 其 中 ol0) == a, als) 是 一 个 单调 增加 
的 滔 数 。 这 表示 暗 化 抛物 方程 解 的 传播 速度 为 有 限 (证明 见 下 -一 
章 )。 晓 化 抛物 型 方程 的 定 解 区 域 . 影 响 区 域 和 双 曲 型 方程 较为 类 
{Й. 如 果 初 值 p(x) > 0 (— оо < xzx<co), 则 由 极 值 原理 得 到 
и> 0 (Vr € К, : > 0), 3x 5E UIS REICH SLICE IR 5S — ak aE 
线性 抛物 方程 类 似 . 

虹 化 抛物 型 方程 定 解 问题 的 研究 ， 最 初 空间 变量 为 一 个 ， 即 
目 变 量 为 (x, г), 方程 为 典型 的 = (и"),,, 逐渐 拓 广 到 ww = 
[а(и)].. + [2(и)1., и, = Alu”), m = А(а(и)) +H Eblu Ж. 
Bia] 2188 07—87, А [24], [25], [26], [27], [28] 等 。 


$1 定 解 问题 的 叙述 与 解 的 Holder 条 件 估计 


引入 下 列 记号 与 假设 。 有 界 区 域 8CR’,T>>0,0 一 8 х 
(0, T], T = д0 x [0, TIUO X {2 = 0}, Er — (x, ,Xs), 
考察 
и, = Dai(x, 1, и)и,,), + 226, 1, Hux 
+ c(r, t, u)u, (x,1)€ О, 
u| = u (x), “x€ ©, 
ul aox ri 一 P(x, t) | da xia ri. 
设 方程 系数 、 区 域 与 给 定 的 初 、 边 值 数据 ux). pls, £) (r€ Q) 
满足 下 列 条 件 : 
(1) ej(x, t, r), bin, t, r), с(х„ t, r); >= p, “C> tr), 


D- b.l, 1, r) BUE € CO x R), (1, 1 = 1, 2 n). 
Q) "EL ri) £P 5а; (х, г, е) < (|е, W£ e 

К", У(х, t, r)€ O x R. 

АНА, REX v(r) (0 rc < co) 满足 条 件 v(r)e cio, 


о), 


#(0)з=0, vy(r)>0((Wy > 0). 
з И 6 > 0, m > 1{ё 


1< -2 c, (0 < r < 8), 
97 | 


ЖЖАЖО КЕ ЫШ (7) 的 宕 指数 在 0 Ыт — 1 之 间 . 
(3) Meis, l, D| oben) раба, л) < A, Vr, 


,, r)€ O х R. 
(4) 3 9542, >0 5 6,€ (0, 1) 使 
mes {K(P) NQ} S (1 — G)KCo), Cos a). 
其 中 K(p) 为 中 心 在 69 上 的 球 。 — 

(5) 设 w(x) 220, pls, ғ) 20, (ee89)。 但 在 进行 先 验 估 
计时 ;, 设 kx) > 0, (x € 0), Ф(:, 2) 22 0, (s, г) є ƏQ х [0, Т], 
满足 连接 条 件 a (5) = 06,0). Ни Ег БЕ Holder 条 件 ， 
Г 本 身 也 设 为 满足 Holder 条 件 ， 

设 。€ C09) 由 C(0) 来 进行 解 的 先 验 估计 。 方 程 右 端 添加 


í: Clu! = в), 
2 (C8? —w?)"u,.);;. (Iul 一 в), 
其 中 s 将 于 下 面 取 定 。 


и 为 添加 后 方程 及 满足 初 、 边 值 条 件 的 解 , 做 变换 u= to, 

其 中 2 为 常数 。 方 程 化 为 : 
p, == ACATA + >b; x; + (c — 1), | 
其 中 
1, (¿= j), 
0, G=). 
M o TO 中 取 最 小 点 处 有 v < 0, vy = 0, Elipa); 2 0, 
= (c — 4)v x 0, | m 

故 取 1 > sup (s, t, r), ln 2 一 2488, d ET, v FO 


di = а: + 8; (62 — w)", 8j; = | 
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Ру АЕА ТАЛЫЛУУ, WR e TORRARE, ra ma fe R PR 
„0-0, 5|г:> 0 FE. [АҢ e> 0 ТО, н> 0 ҒО. W 
1 < ,inf ele, z, r), 例如 取 4 = 一 24 时 ， 由 上 式 可 见 , ç + Q 
内 不 能 取 到 下 最 小 。 因 此 

о 之 min v Z min {inf t (x), „arf ФС» t)}, 

u 之 6 min tinf t (x), aÉ ФС+› у = М. 
g T9 中 取 正 最 大 点 处 4; = 0, Ü x; => 0, 21 (aij es; < 0, 

= (c — А)о > 0, 

取 1 > max (0, sup c(x, t, r)), 例如 取 А == 2A, 则 "于 2 内 
不 能 取 到 正 最 大 。 因 此 


v < max {sup u(x), sup d(s,2:)], 
O ƏQx 5, T) 
u < е2? max {sup u(r), sup Фф(5, ғ) } = M. 
D дО» 10,7| 


综合 上 述 得 到 , 0 < M, < z < M, Bre < М\, 则 添加 方程 成 为 
原 方程 。 因 此 得 到 原 方程 初 , 边 值 问题 有 先 验 估计 : 
0 < Mi = t < М, 


依赖 于 M, М. 而 不 依赖 于 xz 的 Holder 条 件 的 估计 是 非 晓 化 
问题 的 估计 .第 一 章 中 已 有 讨论 。 现 在 要 考察 的 是 ， 不 依赖 于 = 
与 M, 的 Hólder 条 件 估 计 ,， 因 为 正 是 这 一 估计 才 可 在 讨论 晓 化 问 
题解 的 存在 性 时 使 用 , 因为 这 时 要 作出 序列 ule z), (=, г) € О, 


使 min ирэ 0 (k — œ). 


做 变换 u = e^o, o 改 记 为 u, 系数 仍 用 原 记号 。 这 一 变换 的 
作用 是 使 c(x, t, u) < 0. 

适当 改变 v(7) 于 5 < + < co 的 函数 值 。 例 如 >(r) 一»v(6) 
(r > 5), 并 增 大 А, 则 可 设 当 ғ є (0, co) 时 , 下面 诸 条 件 满足 : 


yA dalr, z, r )5;5; < A»(r)|E|?, 


° 9] e 


In. rn nb < л, |9 rn D] < a, 


X; 


— Ass c(x, t, r) < 0, 
做 变换 w 一 | (046, MARTH и = C), 这样, LEX 
T > 的 不 等 式 成 为 ; 


类 似 地 得 到 |. 


m~i 
„= < m (f) А (0 < u, < u). 
m v(u) T 


i (x°, 6) € О, ROE z, 半径 为 p RUA К,. X 0< < 
T, id 
Aret) = {rE K, NAl wlr, 1) > k), 
B,,G)= {rE K NQ а(х, ғ) < 4}, 


其 中 wlr, 7) = L^ v(s)ds, 
ix 5(x) 29 Ка ЮТА. x k > рах, wlr, 1) 时 , 方 
ER LG) (о — &)* FORG. HF 
j. ¿C'(w)u (u — &)*dx = | Ф (Cw)(w —k)tw,dx 
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y py Ф'(т)(т — &)'!drdx 


_ 9 
Ot 
кит O0 4 wh , 
3, |, 4 | Ф'(т + k)r^dcdx 
= 0 3 — 
8i И 4 X,( w &)dx, 
其 中 
X.G) = | Ф(т + Orar, 
故 得 : 
2. | CX -一 k)dx -+ | L^ di zjx dr 
і 4, р) А роб) 
æ — 2 | Cw — k) aile; dz 
4, pP 
+| рш — Cb, + cu)ds, 
4 pU? 
id 
hix, f, r) = j b; (x, г, p(Z + г))ф'( 十 r)rdr, 
则 有 | 
28 5T NI 
LA <4| Q'(k 十 T)rdr = AX,(r), |< ласо), 
a X; 
| О CQ Dh, = | роьи о, 
dpt?) А uU A, 


一 |, ç MEE p(k + )rar | dx, 


上 云 右 端 用 分 部 积分 估计 ,并 注意 


ü;: 
2 4 ij йу, 之 2; " Wr z; 之 


v(u) 
由 此 得 到 


2. | Х,(ю — k)dx + , | P| yw dx 


і m 
4 y o 4, oO? 


«24| CO Nw Gv — k)dx 


A, oC? 


+ 24 | Сехи — k)dx 


і 
4 s pli? 


+ A | G’ Xl — £)dx, 


4, oU 
(应 用 了 c(x, T r) < 0). 
应 用 Schwarz 不 等 式 , 由 上 式 得 到 ; 
o | 2 — BM 3 2 
Ə, |w PX (w — k )dx + ту 次 [3| хуу |14х 


(£) 


<. eoe 


4, tt) 


+e] расо — Das |, 


4, o0! 


其 中 Y = Y(n, À, m, M), 上 式 的 成 立 , 是 应 用 了 


А тат 
Х.С) == L| (k + r)rdt < máy (À) Sai = — o (). 
E sł Jo 5) 2 
继续 化 得 : 
КД -rP CRY | 2 EN 
à, |e e UX,(w 04s | 
J roky 2 2 
+ 2m A “ \ У фк 
< тет” IACU 0v — &)'dx, (1) 
4, pt) 
M Re in (xz, z) W, DER (е — &) T O84. id 


x€ KCe»r)ao 


lh) = | Qk —т)тат 


得 到 _ 
RA [erre | ў, (А 一 271 


ðr ^ B, tD 
+ КЕ т\к | 如 | уо |?4х 
2m À ” B, ,p(t) 
< Үе" (CA || \ ху |](Ё# — wx + mes КО) (2) 
В oU 


其 中 Y == Y(n, А, т. М). 这 里 应 用 了 
£ (K — w) __ l | Q'(& —") pdr 
(K —wYq'(&k) (k—wy^ Ф'(А) 
m k T tı 
< у). 人 一 到 六 ra 


k T t 
< - |. (1-4 =) drm, 


У mes B, — 册 是 由 |, (w — k) c(x, f, u)udx 出 来 的 . 


满足 不 等 式 (1). (2) 的 函数 ， 称 为 属于 扰 广 的 家 ;人 90，M， 
m, Y) RAZ. 
要 对 拓 广 的 2, 类 函数 的 性 质 进行 考察 ， 先 研究 一 下 XL. Л, 
的 性 质 . 
= 0 < ш, t, < 20, МЖЖ: 
l< АСД, < ЭТ" < 2m. 
т @' (ro; 
WIES £ > k Z= z /2 > 0, H < z — K, 0 < g < 1 NE: 


X (H) _ | e +r) adr. l <@ (K+ r) <m 
) > 


Ф (и) ° Ọla) "om Ф (а 
因此 有 
H' < XO) < mH:, 
2т Q'Cu) 
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P ЖИНДЕНЕМ EINE THEER EHI ui Gu PED REPERI ———_ ИОАН 


P ФО + т) 
KH) р аф вн) rat 
X. (gH) N QR tr) Lg 
° (k + BH) 
G т?(1 — 8°) 
8 t 


XH). < ] + m° (1 1 — g) 
8 ` 


Xi( BH) 
А> Н> 0,0 <6 < 18, Н 
эй iu (0 < mw, < Ww), 


1 < Ф001) m 能 


т  d'(w;) 
得 : 
工 | тат < | ф ME rdr < m NU — i) тат 
< 
ИП; | 
H? < ХАН) < mH 


2m 
| Ф(К—тг)_ 
一 | = H (K — gH rar 
TdT 


Z, (H) 
X (BH) | Ф(К т). 
> (k — 8H) 
de ‚ (k — т) "та 
< m^ нт v0 一 3 (3) 


HRZ < H < k ij, (3) RAH 
mH |, н (Н — r)/m^ijr 4m | 
< ЕН < ог (1 — В)"", 
тат | 
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当 H < K/2 时 , (3) AA 


, (8 k Иті p dr 
< |.) 7 < (] — gn 
dE 
Ж: | 
AUOD < + 4m0 В)" 
X, (8H) p 
ШЕ pE (0,1],]а Q, = {(х,;)||х— 21| < p, ñ — ame! < 
t< P}, HEP ng = pl) (0 < s < 1/2), 8 T FERE. < 为 适 
当选 取 的 常数 ,将 于 下 面 引 理 中 取 定 : id 


mes K(1) = &,, sup wlr, z) = gu, inf. w(x, Р) = д, 
Qno Qo 


o a—fü, pt - L a — 2), G= 1, 2, 3), 
| | p 
E = du), ne == — d'(&). 
"mn m 
iz u > 2o, o' < k < nu, | £ Sm, < n. 
521 fri X p,a, РЄ (0, 1) 使 当 
k 22 max {2/2, UP wx, 212 H =  — K > 0, 
Q pOT 


mes Arol — аёо?) < = ot 时 


mes (&Co.) NA uon (D) 2 bx, ot, Vr€ [0 — або", 0], 
H K <S inf wlr, ғ), H = А — & Z2 p, mes By (^ — az, p) < 
Q nt | 


Rn n 
2 Qi 时 ， 

mes (K(o NB. sn, o C1 = DEAD, Vz € [2 mu 474", i]. 

证 对 oe€ (0, 1), id 

1, |х — 2| s s(1— e), 
— — „0 
bx, $5 s(1 ~ 一 с)) = s= l| e— l $(1 ~ 一 g) < |х — х7 | < $5 
Gs 


0, |x — ax? = s, 
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| ee 了 
Dorn иер: ,ere Ta ri er EE рН RE 


ZE (1) HE ¿= Ln. о(1—о)), tB?) — абр 积分 到 上 
Hp P — att <<, f$: 


ee pe 一 ba 
A, o, UD 
< e TTO RNE -а8р?) | CXV __ b)dx 
4, o, (074505) 
H? » 
T YaE -一 一 Ко], 
О (c0)? 
把 引 理 的 假设 代 人 上 式 得 : 
k K, я 
| QX (e — k)dx < е7 Оне асн) — рү 
. 4, p, V) Lc 2 


H' А 
+ 2таё о? Ко. 


X 
| QX, ,( c — k)dx 之 | | X,( “Ç 一 k )dx 
4, ,o, P Ak + BH,p (i-o)? 
之 X,(8H) mes Ak sgH o ualt), 
因此 
. yQ | X,(H) 1 _ x 
mes Ak+ə8n a= a (2) < er “b F (8H) 2 Ks P1 
-2 ЕН я rØ (kas p2 1 1 m1 — 8°) 
+ 2Yac (ВН) 21 < е E | 十 7 | 
4a'Y a 
T E An 
上 式 的 成 立 , 应 用 了 ХАН) > HS руде р = Вт) € (0, 1) 
Фи) 2т 
使 
1 m(1—g8)|- 5 
2 |! + g | 4° 
由 于 


k > pp OR) < mo'(M)XM/R)""7 
< mQ'(M)M 1-Мт ge Q/m7 D 


e 98 • 


nl, &=—Ф(и) < 2 ФСМ)М (2p ) me, 
m 


YO'(k)a£p? < atO (ММ +", 
故 可 取 а, 2,, о, JEUX КТ n, Mm, T, T) 使 
1 m'(1 — В) er 9 (REp? — — а," 
> [ + ? | DP < (1 Ь,)(1 дь)*, 


ВАХ a 更 小 使 
aooga 1.1. m'(1— f°) 4a'Y 
с eate {2 E gp | + Же 
<ç (1 — b,)(1 一 m)", 
因此 ， 


mes Z,isnoa-op S (1 — bA — д)”, 
2 re [f — a£p^, P] Е, 
mes (KCpe)N Zion S 2] 
之 mes {К Co,CI 一 S) ) NA iino a- op] > (1 — )”к„р\ 
— (1—5,)(1 — )°к„р == b,(1 — 06)" spi. 
Мр = b, (1 — o)”, 就 得 到 要 证 明 的 第 一 个 不 等 式 , 第 二 个 不 等 
式 证 明 类 似 . 
引 理 2 设 0cC9, 即 讨论 内 估计 情况 ，Y6,>> 0, 3: = 
s(0,) > 0 {E 
G) & > a[2, H = p — k > 0, mes A, (à — аё?) < 2 ei, 
=> |, mes A, ntu dt S 0,£ p. 


z°_ A pš 


.. к 
(1) тах mes Brt+opip l(t) С рү => c < 2'+1р° 
#©Є!290—а0;0Ю2,9—дЁр1 | 2 


£0 
或 | mes B, PO; < лк DY s 
0-е, р? 
$4 


Hpk = £ + 9/27, n = > ФК). 
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证 ” 先 证 第 一 部 分 。 由 (i) 的 条 件 与 引 理 1 得 : 
mes {K(p,)\ Akten, p, t) 22 bk, 01, t€ [P — аёо’, б], 
J ”满足 
1—8 2227", 

jd ki == a —Н/2!, А € [P — ар, P] WA: 

mes { К(о,)\ Arne С) ) 22 bs, o1, Hir У, 
应 用 де Giorgi 引 理 ( 见 [49]). 

(Жи — ki) mes UP Akiga "no 


== pp ___ d 
mes (K(o M4, C7)} m i 
其 中 
D (t) = Ако СХА, "mon 
结合 上 面 两 个 不 等 式 得 : 
ER mes LAO, x "I о} | Vw |’dx u D,Gz)]!, 
ERJ 2 — абр? 到 如 积分 并 应 用 Schwarz 不 等 式 得 : 


H 2 to 
(а) | ETT mes OTT 


| 2 n r 
< (2 ) zi | IV w|*dxdt 
bk). 1/n t? ap! . 4 (гу 
RDP, | 


t? 
. | mes Di(1)d! 
ETT 


ATi Ve |? 的 积分 项 ， 于 (1) 中 取 ¿= bx, o, n), № ñ — 
абр? 到 2 912319 


"1 
ll | , ‚ стер | Iw |? dxdt 
2тЛ 4%—&р | r Ax jp, CO S 
< e P Eap || Q (w —. ki)dx 


4 
Аро agp“) 


9 (B о, 
jn 2 2 РҮ! Enp 
(1 2 "p `2 


+ Yap’ 
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< e TTO Rp matp’) Ë (2) p — ау m Enp”, 


2! (1—2 wv*y 221 
因此 
£9 
| d 2 | IV w ?dxdt < 2m Ae ? 995p! 
cese kp p 2) 
9aY EH! , 
| |» + тезу) 20 Кр ?> 


这 一 估计 代 人 上 式 得 
||, , mes Zl, sp dt | < 和 (Co n mes D (24, 


[ар 


其 中 C, = Ci(n, m, M, Y, T). МЈ = ғ, r 1,5, 5, TRI 
EL 


L 


2 
(s — r, + 1) || ‚ mes Ap 02202 | < Cirpada p", 


ѓ 
(0480 


8 s 使 (—@ y < 就 得 到 


y — r, + 1 21+2/7 
|, p PES Auntie Gdi S бёр, 
再 证 明 引 理 的 第 二 部 分 。 M4 o > 2'+%5 了 时,， 在 引 理 1 中 到 
k = f + o[2 ӨХ ШЕН = — д = o[2 > o) 得 到 : 
Ines ÜKCo) Barou- С) 之 DE. pi, 当 z € [A m amp, n] 时 ， 
НЯ r, 使 2 22 (1 一 8)/2, 因此 -N Z= fe t€ |£ — аце", d BI, 
mes (K(o) NB, 02) 2 bs, pt, Ki = д + o/2!, 
仿 前 面 做 法 得 : | 
w | i mes КОЛ 


< (уа ЛЕ 


| " ар а" Кор, 


° | In es D,G)dt, 


9 ,U à 
£—2a4* e 
K ka 
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fs < i < $5 其 中 Dir) = Brio NB rige Ct). 

Т (2) НЮ ¿ = ¿(xz, p, р), H # — айк, 到 只 积分 ， 并 应 
用 c / (27 9*) 之 1 得 : 

= | сео | | Vw | dxdt 


10~ 2 
ad P B, yp P 


< ETPP | on | | CË alki EN tw )dx 
) 


^B :0— 
kiar“ ‚кы 


à 9 о M п 
人 О "e 


+ Уат, p коо" (ле) 
再 注意 到 
k (k — w) < mp o) — wy 
< mo Ua) А тт. (S). 
以 下 的 步骤 类 似 。 m 
SIM 2 ( 近 边 估计 ) 1 
со, == osc {w| O, T) < Гр", 
ЖШ L, в 为 与 e ЖЕНЯ (AR ËF T ЕН os (41 0, T) < 
Ко $H). ДЇ 
mes {К(р,)\[КС(о,)Г\2]} 22 ber (5 为 正常 数 ) 时 ,V9, > 0, 
257 5(0,) > 0, 使 下 面 三 式 之 一 成 立 : 
(1) o = os l| 0,10) < 2P (0<в<ов,); 


20 

(ii) " mes 7f, „л p (dt < Op 
gt 

ш) | mes Batan'ti (042 < бло? 


(k, = fi + c[2*). 
mR 2 — аЕр? < 0, 则 结论 Gi), (ш) 用 下 面 诸 式 代替 ， 


(1) mes A, uuo (0) = 0, | m es RIO < Өр? ; 
8 


:9— 
“ы? 
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#8 
(iiy mes Bapan p (0) = 0, | mes Barenstl,p Cr)dr < бүрү. 
Ü 


证 Жл 2 2 Ek Pd) 2 Í < 1 — 8 #k, ЙДЕ 2 > 
AUR o2 Ue, Wl со > 2*p* >> 41, р Z 4со, (sr мо » 
w(x, t) 于 ONT 的 值 域 仅 能 与 [fi, 6 + 0/41, Lp 一 w/4, д] 
之 一 相交 . 设 与 [а 一 0/4, u] 不 交 , 记 《一 a — 0/2", Д 

k Z max {н/2, зир ro (x. t)}, 


mes (K(o)N Aro 00] 2 bot, H z€ [P — aEp,] Е, 
由 此 , Gi) 的 导出 与 引 理 2 ЖИ. 

ШЖ #—аЁ&<0, 由 于 w(x,0 于 O, T 的 值 域 不 与 
[p — w/4, а] 相交 ,得 到 

mes Z4, op (0) == 0. 

GY 的 另 一 式 导 出 与 引 理 2 类 似 ， 仅 是 对 z 积分 的 长 度 由 abo 1⁄4 
3j n. 

(ii), Giy 同 法 导出 . 引 理 证 毕 . 

引 理 3 v0,> 0,30,> 0 | 

(1) k > max (4/2, зир wx,1)}, Н= а – {> 0, 


| ИТ mes Akp (t)dt < Opi 
> mes Аны) < 9,07, re |^ — 5 se, Hl, 


加 又 有 mes Arp (P 一 aE p!) = 0, 则 Е 对 tE [2 一 гёр", £] 成 
Y. 
(u) & < inf w(x, 1), H = k — š > о, 
o ir 
| , p'mes В,,„ (2)dt < Өлк-нлюу* 
акну 
=> mes B, BAS) < 0,02, tE |^ — " 14 HAD > Jl 


如 又 有 mes Bi (am, нар?) == 0, 则 上 式 对 ze ami une, 
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tek qno AS m qas . ` 


P] mar. 
Ж 仅 证 (и) 作为 例子 . & =  (х, п, о) ЖА (2), Мт 
到 z Bir ,Hrh P — an, uno! < т < z < 8 48: 


e 19 Qv y, (5 In es B, nne) < e rur VOD mei Bre (T) 
Н? 
(pi — 01)! 


”由 引 理 假设 推出 


| 1-24 нде" 


+ r| + 1 | me: B, (Odi). 


mes Bi,p (di < 0m nne, 
г." нлр" ' 


故 于 [? — annars f — al ^n, aao] 中 存在 7 使 
mes В», (т) = 20,0", 
34 


所 这 一 Tt 代 人 上 式 得 到 , 当 гє [P — alin нло", 0] 时 ， 


Ines B,_uz,e, Ct) < eT mg gp 12000 4 
£ (H/2) 34 


2 
TY — HA | 2H 十 2l бүрү, 


O2) LU 一 2 
y 1 
СН) < ] + 1бт?, manh < 8m, Q'(E)n, нле" < K, 
X,(H]2) X,(H/2) 


Н < o, 故 存 在 充分 小 的 9 使 四 理 的 结论 成 并. 

МА mes B, , (A 一 4n nno) = 0 时 ,可取 r = D — ank_Hnp’, 
得 出 引 理 的 男 一 结论 。 证 毕 ， 

5| 理 4 30, > 0 (& 

(1) А > тах | н/2, Sup Uw(x,t)i, H= u—k>0, 


| max mes Ako, (7) < 0,02 => mesi nio) == 0, 
ЕГО —2£01,t01 
ге [2 — (a /4)£o2, 1], 
如 又 有 mes Ar , (2 — а5о') = 0, WER X E [8 — aë, ?] px 
M. 
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(1) kS nf wr,t), H = k — £ > e°, 
T 


Qo 


max m es B, (t) < 0,02 => mes B, nau 一 0, 


t€ {20—47 22,01 
(€ [P — (a/n, ?], 
如 又 有 mes B,,,,0 — алар?) = 0, WEAK z€ [P — ane, (d 
mM. 
证 AEG 作为 例子 。 记 


Н H a 3a 
GK Tn ta = £ — — пр m ИТ 70°; 


p;7 P3 
иһ = max mes В,, pCt) 
25 э T". КАРА э 


L (x) 一 bx, Ph» 0541)» 


рь == р. + 


I ,(t) =a eTO kpt tango) | Žr (ka 一 一 w)tidx, 


TIT n 


HT & 2 5/2, UR Ф (К) < 2mo (k) = 2mh, HH ü 的 性 质 
得 ; | 

"C? — w) < md (Cka) (A, 一 ш)? < 2m'n,(&, —w), 
4 re [P —an,0, 0] 时 有 : 

TOES Yan | (ka 一 w)’ hdx 


£ 
Begong, ) 


< л | dx 


T2 


¿n 


ҮҮ? 
| || [Cka — wP nd т" 


t 


B, әр 


< vou lmes B,,.,,G2)] | [vy [Ck — w) 6] l^ 


B, од) 


< rat" || |V |654 


B, ,pp 


Н Р (4) 


十 -一 EA 
(Ph n "AL 
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人 


其 中 Yi, Yi, T; 为 常数 ,由 (2) 得 ， 


0) + A |р 
2mA B, руб? 
Н? 
Y 天 一 一 十 | [555 VI € [45415 5], (5) 
NPR 77 Ph+ 
下 面 三 种 情况 可 能 发 生 : 


(1) 1,6) 20. үн (5) 得 到 


| vw |20425 < 2mAY e* ? мт? 
B (Ë) 
RAP A 
Н? 
”| 一 一 一 一 一 十 1 Ёл 
lo, 一 Pari)’ 
H? 


< тАУ ражи 
| (ps 一 Phy)’ 


+ | bhs 


КА. COR 


4 
1G) < rw” [mArer + 1) —H 


(ps 一 04141)? 
+ 2m Are re, |, | (6) 


(1) 4 HG) 二 0 而 37€ [ww z], 3L(r)= 0, xh v 使 当 
rcs <r. WU GQ) < LG), 1,0) 有 估计 G), 
因此 对 G, (6) X E M. 

(ш) 34 L,(z) < 0, Vr € [zs, 1. ДЕ G) 得 : 


- 1 | e M Cai aq pt) | Vw |’ 54х 
ML, Á 22 B 
Ад»РА 
H? 
< I(5) + ҮС — t) 一 一 一、 十 1 Ил» 
(ps 一 Pra) 
或 i 
| | [лш lU dxdt < 2m4ercd| (a) 
^ B, o t) 
Tor — ta) —— + 1 ma} 
(ps -> 0541). 
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(4) ЖЫ. n 5] 2 积分 并 应 用 上 式 得 
| 1,(т)ат < Yn ni^ [2m Ae" ^in) 


+ (2тАте'® + 1) (e — 二 一 一 一 一 一 由 
(ps m Phi) 


d- 2m Av e?*^i( 1 一 nml, 


Am IG) AFA , 
lilia) < уль 一 — + m — а) 


1 ] Y 
== rakai( 工 十 Ax) H' < Timm, 


左 端 由 于 PAG) T Ua. z] 为 单调 减少 ,得 到 : 


| 1,Ст)ат 221,6) (г — гь). 
因此 得 Í 


2 
L, G) < Tny” | 2m A ere 8 — + (2m Дуе" + 1) 
£ — t} 


._ H C 
(o, 一 0441)! 

三 种 情况 均 归 纳 为 上 面 不 等 式 ， 当 2€ lnr] 时 ,由 上 式 得 : 
mH + (2mAY e*^1 + 1) 


hyi — Ë 


+ 2m47ere|. 


l, G) < Үзүк?" |2m Ar ro 


H? 
. 了 一 十 Imre". 
(р, — 0541) 


男 一 方面 ,由 L, G) 的 定义 得 : 
1, (2) 之 е7" (Kk; — А+.) mes B a.p (z) 


“Тт 


> ° 
4 


m nelk my kir)’ mes B, pP. Ө, э 


. £(k, "m kai) 1 , 1 
上 式 成 立 ， Alki бым) > (у ml ФО) = 
Aki, ЖИ I >L g) >L eq) 


A LERRA 
im | 
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lht — Éh 
TC 
+ (2m Ave? + D) ———À —— " amr] 
(ps 一 Prr) H 


用 w，m ВЕ УКЛА ER, HMHH > ро 得 


C 
Bài < 一 24 КУ", 
p 


其 中 С, = Ci(n, т. Y, M, T). iu y, = £5 d. 
p 


Ул+1 < C2 ук", 
由 假设 


ya == £to == 1 max mes B p,p, < Ө,, 
p" p" 1 € [£9 —ank 02,60) 


取 ý 很 小 ,可 由 归纳 法 证 明 
уь < 0,22” (А-0, 1, 2,:**). 
这 是 因为 
у» < C,2%ytt2n < C,2:5(8,2715itvs 
= y» «6,2700 
当 取 Ө, 满足 C,0y" < 2 人 时 就 使 上 式 成 立 . 
取 定 0, Fi, А — co, 就 得 到 引 理 要 求 的 式 子 。 


如 果 mes Bg (t — алко!) == 0, W г, = — amp (h = 0,1, 
2 ), 则 这 时 情况 (ш) 不 会 发 生 ， 就 得 到 引 理 要 求 的 另 一 式 ， 


IEH. 
引 理 5 P O,CO, lil 35 > 0 f& 
ч) k> ,H-—uy—k0, mes At, (^ — at?) < Ë ç: 


= Ines A, unt р, (г) = 0, t € G um T Ë p°, e]. 


.. K 
(i) шах теѕ Batune, (O < © р 
t€ i 92,19 gt pz) 2 
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М | \ 
=> ú =< 259 或 osc iw, О A] «(1 — a osc 1 e, 0,}, 


其 中 
О, == [2 DixeK (2), 10 — aÈ (2) <: < p. 


证 H5 4 5E, PREIS IE 3 58 6,, 青 由 引 理 2 定 s, 就 得 
到 (G). XT Gi) 是 由 于 o > 24o 时 ,我 们 得 到 


mes Bapen’t* o, G) == 0, r€ [P — алк, ‚(р/4)', à] 
其 中 m, = Pk), & = й 0/27, 由 于 ps 之 0/4, ma. 2 E, 


因此 有 : 

ose (v, Oon} < n — (g + 0/2) = (1 — 2) " 
引 理 证 毕 . 

引 理 3 设 09 满足 外 欠条 件 
mes [K(p)f1Q] «: (1 —8,) mes K(p), (o < a,, 0 < 0, 1), 
B. w(x,1)€ C*es2(T). WE Q, T se Ø, WJ Ve € (0, s). 
25 0 f& 


ose Í zp, „Апо < 2" p, 
或 | 


osc { 2, Õe nol < (1 — 2) ове {w, 0,0). 


2r** 


证 Onnr = @ 结合 外 锥 条 件 得 出 
mes {K(p)\[K(p)NN G91? 之 bp? 或 一 ао < 0, 
故 可 应 用 引 理 2', 
情况 G) osc {w| 0, NQ} < 2f (0 < s в,), 
> osc l, Qan NO) < 2°. 
情况 (ii) 结合 引 理 3、4 得 : 


/° 
| а А mes A a-w t CE) dt S Ө,Е оң 
£ –аёр 


=> mes A p-a t G) = 0, 1€ |s — T E p, ^| 
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=> OSC {0 ， O, Y О} < (1 — EL iv, 0,19), 


其 它 情况 Gi). Gi, Gü) 也 得 到 同样 的 结果 ， 引 理 证 毕 . 

在 证 明 Helder 条 件 时 还 需要 有 一 个 关于 非 赔 化 抛物 方程 的 
解 满足 Holder 条 件 的 引 理 。 抛物 方程 的 解 在 之 M = "r. 
min {inf (а), inf gls, г) 之 下 总 是 非 嫉 化 的 ， 但 从 * 要 满 


足 与 М, ERR Holder 条 件 来 说 ,上 述 性 质 没有 用 处 ,有 用 的 是 
下 面 的 引 理 ， 

引 理 6 设 认 满足 0 一 mm 一 1，mMCYng'(M)m 一 1， 设 
Oo CO, ulx,1) F O, = {(х,:)||х — z°| < p>, ° — аф (р )о < 
t < 0) 0593 ERU ZR a fg Е 0 < u(x r) < М, i а(х, 1) = 
[^ обоа, ро 一 sup {w(x,1)}, до = inf {w(x, 1)], co 一 mm 一 
д. W | | 

= Ёр, mPp, 

Ж s, E WAK 0 < s= s(n, m, A, M , T) < 1/2, Ó = 
C(n,m, A, M, T) 2 1, ДЖ: 

(w(x, 2) — w(x*, 9)| < CÓ CIO 一 2 十 1 рә, 

(x, :) € Qas 

Eh С,, е. ИЖТ л, m, A, T, M ËR. s, < 8/4, 

证 做 变换 x = (x — x°)/ p, ' = (1 0) laib C e) WH 
区 域 О, ШЕ | 


О, == 1,2) || < 1, — Ple) <, < 中 


ФС) 
ld olx, r) = ulr, t), M) оС", r) 满足 方程 


v -r$ (44, г) 55) + EB, re =; + CG ny 


于 Qi, 其 中 


Alx’ , ') = ad'Ces)ai(x , 1, v), 


‚110% 


В,(х', i!) == аф' (uo) рор, (х, z v), 
аи) = ad (o) ele, t v). 
ЗЕВАР Ame > а> и, 


2 ama » 


181 


> а 


УА, БЕ: < аф (р) Av(v)| E]! < аЛт|Е|*, 
B,(x', 1) 5 С(х,г) ВЯ. 
H 3E9 413 p PE АОН f YF A $0, aC, > 0 5 aÍ € (0, 1) 
使 
lole, P) — (0, 0)| < C1] + |1) 
(0,0) 6 О G^, nx < 1/2, — 1/(2m) < r < 01 
成 立 , 其 中 Coa 仅 依赖 于 о, т, M, A, T, 18: 
|и(х„{) — u(x*, #)| < Co Па а + Lm] 
Оо EI (до) 1^? 
T (xs г) — x] < 0/2, * — (а/2т)ф'(в)ю < t < y 成 
X. ЖЕК (,0€X-—l(G, г) Ца | «68/4, t — [(а/ 
2m )d'Cm) e]! < (m ry ИН: | 
а(х, t) — ula, 6)| < Colle — | + |, 00|) 
«2CyY|x — £|? + |; — P|)”, 
于 (x,1)€ О,\Х 内 有 
(|z — l + |. — e|)“ 2 min { 2/2, CCo / 2m) Cus) 517] 
2 min (1/2, [(а/2т?)ф'( M )1'21 p, | 
> miníl/2, [(a/2m^)p'( M)Y^?) - (ĉa), | 
上 面 最 后 不 等 式 的 成 立 , 是 用 了 引 理 的 条 件 w 志 бр, 由 上 
式 得 到 


o < max |2, 2m ер és — l + |; 一 D 


s llle 


-. + ' мач TL ee : 


(s, > € ÖNS. 
fü eu 一 1. min (a, £), C, = max{2C,, P n 
ЙЕ. 
定理 7 (内 估计 ) 设 方程 u = (аи), + Ebu: + си 
的 系数 a;; (x, F. t), bx, l, и), с(х, T и) 满足 
= (11 MEPS >а: (x, I, r )Eib; = Avir DIEL 
VE є К", | 


2 


NETT. 


-— 


|o; x, tar) < A, È =з tar) 
Xj 


< 4, 


—Asx c(x,t,r)« 0, (x, 1, r)€ O x R, 


H »(0) = 0, v»(r) > 0 (л > 0), ! < rtr) < m(0 <+ <00). 
| 07 


«€ (9) C(0), 0 <u < м, и 为 方程 的 解 , w — |” v(s)ds. 


a VEMM I „| m nm, 
V( x°, t )€ О, їп © == min h, mM!” "(MY ds, 3 | 
其 中 d, = d(x^, OQ ). ДІ 


V(x, z) € O5, = {(х, г) {|х 一 х°| << Pos 
© — а/тф'(1)уо < í < f) 


а: 


(к t) — wlat, O| E (Ox — np |: — |), 
po 
其 中 正常 数 С, (ХАТ J, m y А, М, Г, 
证 < | 
С == Max 1m, £p vG)ds |, T == 64m Cv 
p, ~ 9 
其 中 :由 引 理 5 取 定 。 取 & 满足 
1 1 y — )77tf6Gt3)/16 
0< < (2) 1—2, 


ü <i 


. 112* 


id 
p = 8 (120,1,2,-**), 


О; = ilr, ғ) || X — x °| < Pi» # — аф'(ог)о LIS! ?). 


pip sup w(x,1), fi inf wlx, 1), c = gi — ñi; 
/本 == min lu > 2C ot) 
注意 到 由 于 int (a, 1) > Mi 71 大 时 , 总 有 mM, 


即 1* 为 有 限 数 ， 但 Holder 条 件 要 与 1* 353€. 

HT | V 

о < |, x(s)d: < Š p< рё, 
0 4 

ИД Ж 1* = 0, Bl pw 22 26 5, 则 应 用 引 理 6 得 到 定理 的 结论 . S 
1% > 0, ЕН o < Cof < 1%) 为 成 立 . 

用 归纳 法 证 明 ， 设 上 式 当 1 时 已 丰 (1<1*), 要 证 对 1 十 1】 
为 真 。 

如 果 有 u < 20;, 则 os S ш < Ĉ pj i. 因此 设 ш 2 20, 
BD o; < Со, 20 < ш < 20р}, 这 时 引 理 5 可 用 ,因为 引 理 1 一 5 
都 是 在 假设 и > 2р° 之 下 为 成 立 。 


区 分 两 种 情况 
情况 1. max mes B s,+ol/2,o,1 (4) < = pu» 其 中 7] 一 


t€ L9 —-anp] DEL Tr ] 
o (of), £ = ФС), өп = Ë 一 二 (1 一 2 p G=1,2, 
3)。 由 引 理 5 得 ,或 者 是 o, < 2070, Z 2 EE F45 2; 


CO] 4-1 < o, < 2:* pi < 2 тро, = 259164 m C17 Vm gj T1 < Ср; +1» 


RAE 


2st3 


= (i) C pj — C pi ui. 


osc b 21 < (1 — 2) osc d O, j 


№. 


e {113 , 


REESE i 
ait 


又 


О == {(х, 1)| \х 一 х°| < Dixi» t 一 аФ ( ol ) pl << rn 


с 0, 7 le, {)\хє KCoif 4), — -= Ф'(ш) (2) LIS | , 


这 是 因为 

Pisi “= E =. 

1/m9 Cui) Coi 4 Y > r2 (2 тут > _— t — (26e) 
Ф' (р +) р] +. l6m*' 5 ш ү” 
1+1/т 
> — 2, 
32m C! m 

因此 有 : 


014, < < Cp Tie 


HRR2.3i€[/ — anpi, — agpi) E 
mes A1, ua o) < = Pil» 
区 间 z, #1 分 为 N 等 分 使 — Eei < <= < < ago, WJ 


< 4101 Im EUD < woy” 
agpi /2 Ф (ш) 


r 
< 4mó m 一 -一 ， 
m 16 


id z, = + 1 (£ — t) (p= 1,2,:-:, N) K ты t. 


应 用 引 理 5 于 区 闻 En» 21 得 : 
mes AÅ , art, mo = 0 (2 РАХ 1), 
mes 41,4; ** , (2) < < Mes A... o3) + klp — рз) 


K 
< — 015 


r 


重复 这 一 做 法 得 : 


. 114. 


mes 4, „ме XN E01), p (LN) < А pi э 
以 及 


а 
mes 4, altas о, (2) = 0, гє Ë i 32 Ep, "|, 


H TF N < 2/16, 因此 得 到 : 


1 1\° А, в 
01 4. < [ m scum (ор < (+) C oj = Соз. 


因此 归纳 法 成 立 , 我 们 得 到 of < Co. УН * 的 定义 得 шж 之 
2Cpi*， 应 用 引 理 6 得 到 ,于 (z, г) € О 定理 的 结论 成 立 . 
ш (x,t) EONO CO < ¿ < I*) W, o, < é 得 到 : 


(Ix — <°]! + |, — £7 < min loi, [4Ф' (о eral] 


= min fı А E Q'(M |j TEN 
> mini, [$ eoo] 127) ， 
因此 | 


jwlx, t) 一 w(x 00) | 


< T° maxi А ЕКТ аз — xt? + |, — 01|), 


综合 上 述 结 果 , 得 到 定理 的 结论 。 证 毕 . 

定理 8 ( 近 边 估计 ) 除了 定理 7 的 假设 而 外 ， 再 设 00 满足 
外 锥 条 件 ， 且 设 解 ulx,1) ЖЕ O << M 及 ulre СГ) 
(в, > 0), fi] V(x°, °) € Q K (х, г) 6 93,00, Жн o = a 29 Ah 
锥 条 件 中 的 常数 ,又 | 


Qt 一 (e г) | |а | < р, ñ — — 9'(1)p < <e}, 


则 有 


wlx, t) — wx, 0) | < CO — gp]. |; 20|), 
其 中 C,a 仅 依赖 于 n, m, A, M, T, 8, llalla step, K Dos ao Cfi 
ZA AIMER НАЈ О). 


9 1]5 ° 


证 K o= a, BRE С,т,в 如 定理 1, 还 要 限定 se < в. 
先 设 (x°, °)€ Q, О„ СОН, 由 定理 1 得 出 Hélder 不 等 
s. 
当 O, T Ø = al 21 Ë Qr NT ED, O, DT = D, 
3 192 uE HH 
о Со (I< ly — 1). 


用 归纳 法 证 明 。 即 设 上 面 断言 当时 为 真 , 要 推出 1 十 1 时 为 真 ， 


如 有 m < 2p,, ЇЙ 
юы < ш © < Co. 

щ, ш 2 2p; 时 ,应 用 5| 理 5' 得 到 ,或 者 是 

osc { 2, Opn O) < 2, 

юы osc Í , Q A N Q x 2920 « 27" Tola 

一 2*°*“64т°С17” o; ы < Со ы» 

或 者 是 E 
о. X OSC { 0, Q A90] < (1 - E) osc (uw, Q N OQ! 


== (1 一 =) (о, < (+) ée: — Ср" as 
总 之 归纳 法 的 断言 可 由 / 推 到 /1 1,43 ox C os 得 : 

о, = osc {w, Q NO} < Ĉe,- = Со, (Hh Č = Cr), 
Н 1% = min {| ш > 2601} 定 出 7*, 仿 定理 7 得 到 定理 8 的 结 
ib. | 

取 极 限 得 到 : YC, 0) € O, Holder 估计 仍 成 立 ， 定 理 得 证 ， 
由 wlr, 1) 的 Hölder 条 件 估 计 可 导出 ulr, 也 满足 H6lder 


条 件 。 这 是 因为 ; 设 o < u, 由 TI 28. 


Q( w,) 7А 
Ф( w) — Ф(,) < tu, 一 Ar 
Ф( wi). tU, 


Q( uw.) -一 P(w) < Фил) (w, 一 Ui): 
г 


và 
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Aot 60S 


1 <w) 得 200 < mO'(wi), Ж 


mw ~ lw) 


Q(wi)— (wu) < mP (w) (w, 一 w,) 


Wa — £O, 
iul m 


< mO (M yM! Y» 


< m'(M)M"'"(w, — w)", 
由 于 @ 是 wv 的 单调 函数 , 故 由 上 式 得 到 
| ux, 2) — ux, 1)| < m'@'(M )M! "|w, — wl", 
这 式 子 的 成 立 已 不 必 假 定 с w: Y. Bilbo K wyi Holder 
条 件 , 得 到 x 也 满足 Holder 条 件 . 


$2 第 一 边 值 问题 解 的 存在 性 


考察 第 一 边 值 问 题 

и, = Dail; Jti + Хрен. + cu, 

u | = == ux), 

u| aox = ds, z) 
ЮГ ХЖ. 设 u, 为 连 组 ， 满 足 连 接 条 件 wolsp "= lh. X. 
wx) 220, (5,1) 220. ибх, ti) 称 为 上 述 第 一 边 值 问题 的 广义 
解 : (x, 7) ЄС(0), u(x, 1) > 0, 按 普通 意义 满足 初 、 边 值 。 
按 下 面 的 广义 满足 方程 : 
Vo(x, 1) € c"(0)0 C'(Q), plr = 0(z € 9), ф|оохот 一 0， 


|, { аф, + 2, A;;(x, Fs u)9s;s;— 24l AC, t, u) + Bi(x, t, u)19:, 


+ [с(х, £2, u) + B(x, 1, u)19])dxdt + |, по(х) ф(х, 0)dx 


— 4 $ Op(s, 1) 
| ош, Edi t ФС 2885 
` cos(N, x;) cos (N, x;)dtdt = 0, 
其 中 六 为 д9 的 外 法 线 ,而 
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А, (х. r) == | а(х, t, s)ds, 


B(x,t,r) = 


| 
Alx, t, r) -[z$ ra (x, 1, s)ds, 
-| bi x, t, s)ds, 


Bs = 2D (z, rs Ой. 
设 方程 系数 与 区 域 8 满足 条 件 : 
(1) a; (x, t, r), bx, t, r), c(x, t, т), > са (z, t, r), 
XS (ж, г) e CT 0 x R, (1 < ;, ; < n). 
(ii) xri < 2uas(x,1, г),  Av(| rp gl, VE € 
R',N(x,:,r)eQ Xx 有 ,其 中 4 为 常数 ,而 vir) Е (е) є 
C[0,00),»(0) = 0,x(+) > 0 (л >0), 36 > 0, m 1,2 


1 < — relr) <m (0—<r=< ó), 
ў v( s)ds 


(iii) OQ € C'*^(g, > 0), 

定理 9 ЕКЕЖ КЕ. ШИЛ E3208 a Í (z) eca), 
pls, 1) Є C^^(89 x [0.7])， 则 第 一 边 值 问题 的 广义 解 为 存 
在 , 且 * 于 9 中 满足 Holder 条 件 . 


证 令 
uox) , uox) > 1 
= l, 0 < mlr) < 14 
É k 
pls, t), pls, r) > 1/4, 
Dm i 0 < (5,1) < 1/K, 


VE uo RSJGTR (GER $X B GL. (ЯЕ за T 2 外, 使 仍 保持 为 
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Cu x) А 使 |o (x) 一 нох) | < E (+). 

延 拓 dls, 7) 一 46,0) FOO x [0,T] 外 , 使 仍 保持 为 
C (在 上 一 0 处 作 霖 延 拓 )。 作 它 的 光滑 化 函数 逼近 ， 再 莹 加 
MOE TAONE UCIIPTODESTODIE- 2 (5) 


a;(x, 1t, r)= aji(x, t, r)/v(r), b r), c(x,1, r) 
延 拓 到 © 外 邻近 ,使 它 EDR Ж, 55 o. 保持 为 连续 ,3 по bis с 
НВ AARO XI , 得 到 у. і, r), "" г), c (x, tar). 

»(r) PCR ЖОЛ ЕЕ m — a F. id 

rr). 
Ко? 


= a(r), 


则 有 : 


vlr) = [veea ер Fao], 


H1<alr)<m,alr)e C[0, со) EE alr) ЧО EM alr) 
使 
Е 

lær) — (е) | < (logr + 1° 
作法 为 : 10 а( 1087) == 6(7), MM 8(7)€ C(— оо, оо), Ve > 0, 
有 ôr (k = 1,2,::-) {E 

8G) — Вж) < PIT Vis < k, ls — s*| < 5м, 

it ols) Xj s€ [0, oo) 的 C ”单调 减少 函数 ,满足 

olk — 1) = ó, (k=1,2,--), 
设 5G) 为 8G). 与 光滑 化 子 的 卷 积 ， 光 滑 化 子 半径 为 o(s)， 则 
B.(s)€ C°%(— œ, co) H 


Be) Xj KO wao Pe = Фер || s als} -jj бт, 
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其 中 
Ко) m PES E [Г т. 


4 k — 1 < h] 二 《时 有 


Bs) — &G)| = 1—2 [p(s — с) — 865] 


K(s) | АРЕС 


. Tea — | | da < max |8(s*}—- gls)! 


[res lo (s) 


€ 
к) 一 <ET, 
= ЖА lake Li kti ftl 


取 alr) 一 ps(er) BD]. 
记 


ver) = s) C as [V a 0) 44), 


A AUS 
v,(r) € C[0, oo), »,C0) = 0, x,(r) € C" (0, co), 
1 < -一 TV var) <m, d ec < < Yer) < те", 
f p (s )ds m КО] 


仿 aj (x, t, r) = ajs(x, 1, r)> (r). WE FUE 218 B] 28 : 
== бави); 十 2.b;i uz, + cau, 
u | pu = uo Cx ) > 
и|ваахсо,ту = dais» 1), 
由 极 值 原理 知 


е -2AT 


=< u < M == e™ max {sup mlx), sup gls, t)}, 
| Oo B3Ox[0,T1 


因此 这 是 非 赔 化 的 初 、 边 值 问题 , 它 的 和 解 ur 在 在 ( 先 对 区 域 与 初 、 
边 值 作 光 请 通 近 ， 得 出 逼近 解 列 ， 选 于 列 内 闭 二 阶 收 剑 ， 取 初 、 
JAREK A E) Н a, | € CONC). 由 定理 7、8 得 
uj, € C(O), Жн a, lulen 5 k, Е 无关 . 由 第 一 章 的 估计 得 
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到 we C*(0), 其 中 |a, ae 与 8 无关。 人 先 选 子 列 (luz) 
使 Us, 一 > М» У(х, z) € О. И» 取 初 、 边 值 Uo CX ) 、 pr(s, 1) 并 满足 
广义 解 关系 式 (ЇН (x). GS, 1) 是 用 ul) rls, DRED), 
H eUU[& u, < M, u € CRG), (икс E A eX. dk 
Ux) XT COSE, 再 可 选 子 列 ( 子 列 仍 可 记 为 и) 收敛 于 u, 
Jj wu Eu. 3B ul), Plist) 及 满足 广义 解 的 关系 式 。 Хиє 
C^"^(0). з. 


$3. 解 的 唯一 性 


再 考察 广义 解 的 唯一 性 问题 . 如 又 有 非 负 解 gx, 0) € С(О), 
仍 取 初 、 边 值 иба), Фб, ғ) WET МАЕ. 因而 Vo e 
C?"(05)f1C'(Q), Ql; Qlaoxtori == 0 有 | 
| Ga — Les + ZafPGrs ss ZG, гу, 
+ cx, 1)pldxd:t + |, [uo (X) — uc(x)19(x,0)dx 
一 | ыл (0690008005, 1) SE cos(N, а) 
8Q0x[0,T] 
* соѕ (№, x;)dsdt = 0 (7) 
其 中 I 
а 一 ÁA;( x, t, ur) — A; (z. tsu) _ | aj (x, t, Өн 


uy — Ñ 
+ (1—608)2)48, 
bO са — | (xou +b i) C, t, Ou, + (1 — 6)#)40, 
| с... 
15 8. 2) 5 нй УТ. , Wa XE S= TE 6 < #, < g + 8, id 
afe =a j a; (x, t, Qu, + (1 — 0)2,)40, 
pes 一 s c (hs) == 
REU) „20 |= In] Ай 
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[^ + Dal På + 6000р, + cU == U(x, t), 


Ф|;=т = фФ|әо»хго,т1 == 0, 


Hh U(x, z) 29 tE TF Q 29 Ж BJ ES Ж. Н F uc C2n(Q)0n) 
C(O), їй aft, bO, ¿Goo g€ CONCHO), К 
q^? e c" (О) ПС!" (б), 于 (7) PR g = 97, Sher LAE 


解 辣 题 得 到 : 


|. Lu( x4 z) — u( :)J]U(x, 1)dxdt 


== |; (u — u,)Udxdt + |. (ux 一 ai laf ”一 a5 ] Pris 


+ ELERE — 0], + [ckt — с'©]ф}4х@ 


— | Gw —)Ф(х,0)х 


(d, — p)>af (+, t) 


|. x[0,T] 


° Ө соз (N, x;)cos (N, x;)dsdt 


(8) 式 右 疹 诺 项 ,可 由 下 面 三 个 引 理 来 估计 . 
510 [Ф| < K = e supiU(x,r)]. 


证 ШЕКА 48, 证 毕 ， 
下 面 用 到 关于 2 的 比较 式 子 , 先 来 推导 一 下 ， 由 于 
1 < УСУ <m, (0 < r < оо), 
| v(s)ds 
由 此 得 到 
|; MP 


Le -一 fi 417 
， ° 


"T w 


А v(s)ds 
1 enn) 707 «m, (rri, 


riv(ri) | v(s)ds 
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(8) 


”| CE 


因而 有 


| m-i 
< v(ri) < m (2) 9 (r, < r;). 


、 ; ð ,6 
引 理 11 occ , 则 | ФО 8) , (+) <<. 
证 Фф еф, 则 多 满足 的 方程 是 
L(G) = ф, + Dah us, + Do Ss 
+ [c ^? — 2A]@ = Ue, 
V(z 0) € ƏQ x [0, T], HF 00 € C, RATT Eu {Б (z| |> 一 
x < R) Q = {хх}, R = |2 —– 90|, 


— Е 
Ф = 1 Пеш + ур" (Жа 待定 ). 


—_— Rt 
[Ix a x? |! 十 (2 Dy" 


| | +2) а% (x; — xi)(x; — xj) 
zx + (z — 0) 


— Уа ө — (1 — P) — Eb — Ж) | 
Ten — 24), 


НЯ q = ， 则 


K 

>(1/К) 

q O8) (x; 一 х) (х; 一 xj) KE — 05 

472.) 1] P m zu: 十 (4 — py 之 2A | >„( би, + (1 Ө) ,)d0 

А ' R: > cx| »(8u, + (1 — 0), ) d8 
(R + diam Q)! + T? ) v(1/4) 


> СЕ v ICU) > EK (e yn" 
2m »(1/R) 2m' 2 | . 


取 K 人 很 大 ,可 做 到 
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ошмш ‚кочен o re et Qaa A E a Rm анааан 


— (qr) 2 С rx 


cs C,a(1 -一 р) 十 ^g 之 min (Са, 4) = À, 


因此 + ë + Km (K. = É e sup |U(z, 20 FOR OE. 


ЕЁ. + @ + “z 于 5 的 最 小 仅 能 于 (a°, n) 取 到 为 零 , 因 此 
Feta K SE |. «o, (м 为 89 的 外 法 线 )， 


B 


十 e^ p(k, g) 


Ou | 
一 К, < Куй, 
ӘМ 24 


< < 
(9, ON | (x2,:0 


5| 理 得 证 . 
引 理 12 当 ƏQ € C: B. 充分 小 , 则 有 


|. Ура + Xlof?T)2rd: < K(k), 


到 积 分 具有 与 s 无 关 的 界 . 

证 由 q o? 所 满足 的 方程 得 : 

|p, + EaP Pral < lED puis] + K(2 o, + D, 
其 中 of(sg) 3923 8 一 0 时 , 单调 趋 于 0 AR, XH д», G; (x, t, 
r)v,Gr) 均 为 8 的 连续 函数 而 得 出 . 


EE (2°, P) 60, 上 式 又 可 化 为 
Ig, + BaP, ñ )p,; | < DoCIx | + |, — |) 
+ o(s)]2; Pal + КОХ |p. +1), (9) 


其 中 5 具有 与 。 类 似 的 性 质 ， 这 由 a; € C(Q), g€ C(Q) 以 及 
ик € CO) 对 下 一 致 而 得 出 ， 
作 转 轴 变 换 可 得 到 ае, 00) = 0 (35 5 j). 
设 ж) 5 (г) 为 规 断 函数 使 
l. |х-—х+°| 8/2 


5 2 
= 1 — vt 
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(г) = [ t — | < 8/2, 


0, |£ — °| > 6, 
ЕН (9) 得 到 
|, С + 2, af (x? А a akt, "уе, UÜndxdt 


2 
CHORES ~ 


-| 之 as x, 2), | 0х 


+ Уа (9, 0) а (x, °) | Ф, Px.r; cos (М, х;) 

— Фх,х,СО5 (N, х;) ] 14584: 

+ |, Хае, PC 4ф,ф., ул + Фф? С) 

+ 2 2j ai, P)uafPOGS, 1) (фф Cn 

一 TP 2n'[0(28) + o(s)] 

. |. Уур? tmdrds +K K X, + Dtndx di 

[жа Т 
由 于 9(r, ) 一 0 导出 一 | щы | dx > 0, 因此 上 式 右 端 第 
二 项 为 非 负 。 由 aG, 0) > + гит, 故 得 : 
а(Ф(х® ‚ n) > n »(Ou,(35, P) 十 (1 一 OF, 0))d8 
1 e "AT | 
" 2mA 1 2k ). 

因此 结合 上 面 两 式 得 
NCES TEE KC) | tet асе, e) 


af (x, Ü)pisi0mdxdt 
< KDLC) + ole) + el] (oi + Бф) ту: 
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+ K(k, ô, £1) | (S92, + 1)4х4: 


J ой, DI rr ies tt ea) 
十 К(А) D af x ,)af9 (x? ,12) | 
8 Qx[0,T] 


— Qz;4; cos (N, x;)lt«dsdt (10) 
i 09 的 局 部 坐标 为 (9 sa to 58. 并 记 
7j; = cos(N x;)cos(N, x,)[ cos (N, x,)cos(s,, к, 
一 cos(N x;) cos( 5), x;)], 


Pril Фх;х; COS (N э xi) 


Т; = E — emen] cos( N, xi), 
Ох; Ох; 


我 们 有 


| Pal Paje cos (М, xi) 一 Ф; cos (№, х;) 10745 


ü " (> QN: Фи 十 222) Cas 
n " ФМ [C iÁ хоти) Ç 一 ott | 45 


< К «| 2 2. (тах = К (2ифчм; + ghtu)dx 


< s |. Ураа + KG, в) | 
将 此 估计 代入 (10) 并 取 
К($)1@(28) + o(&) + & + s] < —, 
Wj34 e « ey 8; 


> pi dx, 


2(Mxlix—x* ) 


(9) + Ep; dxd: 


"EM Ix -x б/а, 1—01 8/2) 
«кою | Ура + Ddede, 
ОРС, Пеев, іе) 
取 适 当 的 (x*, PRSE PRU tE U lle а < 9/2, |, — 
“| «5/2; Rx: 0, 由 上 式 得 到 : 
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| Col + рдей КОЮ (Eol; + Déxir (e< в), 


又 由 

| zw dxdt = — j. pAPdrdi < 3 2193,,,dxdt 十 K(&), 
НХ ё, 一 KUS — 代 人 上 式 , 上 面 两 式 结合 就 得 到 了 引 理 的 估计 . 证 
毕 . 


定理 13 4 00 € C', Нено 的 假设 都 满足 , 则 虹 化 第 一 边 
值 问 题 的 广义 解 为 唯一 . 

证 “把 引 理 00.11, 12 的 估计 式 代入 (8) 得 : 

INC — à) Udsdi < sup LIPS + sup [p(x,0)| 


| luo — nl d + Карса а + x lagen 
— b| + [et — e|] | Cot, + Xo, 
+ Эва" + | PEE Е А 
— 一 一 Y — 
T + ддх[0,Т1ГП{ф&1/А} R R 3! 


. E (4 + (1 一 6)) ав d9 454! 


OL 


1 1 
+ | 1 "(1 ) A dsdt 
89x(0,7 IM421/R) Ё v(1/&) Í 


由 于 当 osl/W, Un (£ + (1 —8)) 4 < т, 把 这 
HRA ER, БФ в — 0, EE k — co 得 到 : 

| (u — &)Udxdt = 0, 
由 也 的 任意 性 得 到 ws(zr, 0) = On, 0), V(x, D € Ó, 定理 得 证 . 
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$4 + їй [| Ж 


考察 
4,7 Daxy t, u)us;)s; + 22b (z,t, u)us; + c(z, t, и)и, 
(x, DER” x (0, T], 
и| = wx), xE К", 
对 系数 的 光滑 , 晓 化 等 假定 与 第 一 边 值 问题 相同 . 0 和 wx) M. 
要 求 出 这 一 Cauchy [АЈ ҢАН ТА. 


令 
чох), VERS 5 
ux) = ‚ ‚ Vix| < Л, 
po) 


d = min Є k), nr 


作出 此 第 一 边 值 问题 的 解 #^(х). HT w*(x) ЕЧЕН ЕАН, 
因此 有 : 
ико) ЄС" |х| <А} x (0(< T)) Cisl 
< k) x (0 < ; < T)), 
做 变换 uk = etate Ont, y A TE е ‚ДЇ 


v, (ао); + 2 Ë tmn | s; 


aj; | IET 


e eme seal, а (рі o 


PAAA 

1 ашка | ° 
取 ? 很 小 , 则 由 上 式 得 到 , o REl < ky x (0 < ¿ < T)) 中 
取 到 正 最 大 ,由 ноб) < МИЗ ç < М, | 
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:AT СК? +1) 
«^(х„)< Me . 


тә 018: < S M el 

证 上 明了 wu*(x, 1) 29— SUR P Zi, H u (z) Є СЁ(— оо, co) 
(0 < 8 < 1) 且 具 有 一 致 的 Ha6lder 条 件 系数 时 , 可 选 子 列 到 近 而 
得 出 Cauchy 问题 解 的 存在 性 。 至 于 非 负 有 界 解 的 唯一 性 , 可 念 
第 一 边 值 问题 的 做 法 更 简单 地 得 出 证 明 ， 

存在 问题 : 

1. 虹 化 斜 做 商 型 的 边 值 问题 ， 

2. 推广 本 章 结 果 到 蜡 化 的 и, =D (alr, 1, и, и,,)),, + bx, 
t, t, tsk. 

3. 推广 本 章 结果 到 晓 化 的 u, m а(х, t, u, ur us;s; + bx, 
fo Hy gu). 

4. 推广 到 有 二 个 晓 化 线 方程 ,例如 2(z) = ul — wy. 

5. a(x, 1, u)u, + 2,(а(х,1,и,и,,)),, + bx tuu uu.) == 0 
方程 的 定 解 问题 ,其 中 elr, t, 0) = 0. 

6. 拟 线性 旷 化 抛物 方程 当 z 一 co 时 解 的 性 态 . 

7. 嵌 化 椭圆 方 在 的 一 些 类 似 的 定 解 问题 . 

8.4 方 回 晓 化 ( 即 问题 5 中 (xyr0) 一 0) 时 间 题 是 否 有 
Harnack 不 等 式 成 立 ? 
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第 六 草 ” 晓 化 拟 线性 抛物 型 方程 
解 的 传播 速度 


对 前 一 章 讨 论 的 晓 化 拟 线性 抛物 型 方程 的 解 ， 再 进行 下 面 重 
要 性 质 的 研究 ， 即 在 系数 满足 更 多 一 些 限 制 情况 下 定 解 区 域 的 研 
究 。 从 而 证 明 解 的 传播 速度 为 有 限 . 这 方面 的 工作 见 [29], 1301. 


$1 定 解 区 域 的 估计 


设 有 界 区 域 ОсСЮЁ",Т:>0,0==0х(0,Т], Oo, = Rx ` 
(0, T]. 方程 
н, == PY (aix, 1, u)u.;)x; + 225,(z, 1, u)us; + ex. t, и)и (1) 
当 (x, 1)€ 0. 0 < z < co, £ € R^ 时 满足 


(lu) Eh < Bayle, r, и)&&, < Av(1uD EP, (2) 
其 中 4 为 正常 数 ,>(*) 满足 

»(s)e C[0, oo); »(0) = 0; >(£) > 0, 345 — 0. (3) 
又 记 

w= plu) = |900), Ба и Фб). (4) 
设 存在 6 > 0 E m> 1 使 对 任何 w, wv 满足 0 < z, wi < 6 # 


1 w, —1/т Ф (ил) w, 
m (=) < Фф (а) Sà (2), G) 
其 中 AQ) JARKA v 一 0+ hf, 1(т) > 0. BREZ ayle, í, 
u), bi(x, t, t), O; (z, уй), c(x, t, «)e C(O X [0, 00), F < 
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i, j < n, ҢҢ (x, t)€ Q , 0 < x < oo Ж: 
> | ——lb;(x,t, wu) — b;(x, z, 0)] 


i 1 „(ау 


Ob;( x,1, и) 
~ 一 -~-、_ ~ 二 -二 
Ох; 


| + le(x,2,)| < alu) (6) 


其 中 n (r) ТРА, 

考察 方程 (1) T Qv 中 的 解 时 ,条 件 (2) 一 (6) 中 ОЖ О». 

定义 1 EXC ux.) ЖУТО а Qs 称 为 ((1) 的 非 负 ) 89 
解 ， 当 存在 (1) 的 正 有 界 经 典 解 列 (u*(x, 0) 于 0 或 2 一致 收 
AT ux, t). 

今 设 式 (2)—(6) 满足 , 且 

0< u5(x,:) SM FOR OQ (7) 

在 考察 经 典 解 应 满足 某 些 不 等 式 性 质 前 ， 先 做 一 些 预备 性 工 
fE. 

对 Alw tao) 与 m 作 重新 选取 可 得 , Vwi, w fE 0 < o, < 
w < М = ФОМ е0) 时 ， 
1 (2) « 9G) <, ( za) <m (57) 


m Stu, 


RI. 例如 取 1(0) = max |200), ал, s COSES ДЕ Д) 


为 不 减 ， Н 1(6) — 0 (9358 — 0* BJ): , 取 
ñ == max }1(1), max (m, 1} max P(w) w "I 


bwawa D (10,)wY m 


FH ACO), fi ARE 1(8), m 即 可 . 
由 Cauchy 中 值 定理 得 到 , 当 0 < ш, < m, < МЫ, 


(wi) _‚ҥ›Ф Ow) | А 
TON w, (6w,)" (ЕН O iP ig 0 < 0 < 1), 


结合 (5 ) 得 


1 Го" QC) 
= {2 < = т 
b», lw) PX 3) 
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x 0 < x, < a < M 有 . 


ma e) S” бы)” ü 
l< zla) < т" (y. (10) 


我 们 定义 上 Z: ZARF: V6 Q,MOx ; < T Br. Td 
Ar olt, w) к= Аб) “= {re К(р) ПО wlx, 1) > К}, 
其 中 Klo) = К(„р)=={х||х— A) < o). id 


|: [хт — 20| <р, 
— 4 
bx) = ¿ (x, Qi» 91) =] о |х— |, 901 «Ix m P| < Qi» (11) 
Q7 p 
0, |z — 2| > pi» 


Жн p > p, > 0. 

定义 2 函数 w(z*, 门 定义 于 CO 称 为 属于 上 @,(0,c,v, 
M , @) À , 当 它 满足 

(1) w(x,0€C"(0)ünc(Q), В 0 < wlr, t) < M + 9. 

(ü) Voc (0,1), 32e Q E ze [0, T], 4 — SIME wx, 
г) 时 有 : 


9. Б | (х) (о — &)dx 


0; 2 А роб 
+ ge Tt | UCx)|vwl'dx 
A, p) 
<<" | IV (w — k)'d= (12) 
A, oO) | 
{0 ... 0. 

其 中 V (2 9 > əx, )， | 

Х,(5) = Кї + r)rdr, (13) 
其 中 eG) 具 下 列 性 质 


(i) 6(s)€ C[0, M], 0(0) = 0, B34 5 > ORT C) > 0, 
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(1) 218 0 < w, < o < M 时 , (5') m. 
SE 1 设 w(x, í) 为 方程 (1) 于 0 的 正经 典 解 日 0 < ulr, 
H) < M ТО. 设 (2) 一 (6) 与 (5 ) 满足 ,再 添加 条 件 
àí(x,1,0)— 0, (1<;< x, (14) 


则 wle, 0) — реаби, 0) 属于 上 @ ( 0, Ln. so) 


类 ,其 中 好 一 o(M), v 为 适当 的 正常 数 , 又 多 为 — 
证 < 4—c0 RA), BR 0205) (е — k*t 于 Q 积分 
fd: 


2| CX I, — k)dx + | L3? aij s, Us dz 


Ot ^ ay sm б 4% 
== | — 26 (шю 一 к) 22d ij eve dx 
4 o 0 


+| о ЮГУ. + CC — (М) Јах, 


记 
hs tr) 一 | (z, т, Ok + r))0'(k + ndr, 
应 用 (6), (10) 与 (14) 得 : 
hix | bi (k + т)тат С -+ т)тат 


< > (М Jm” eU VM гу (r) > 


|^ | < nM X C), (1 < ; < n), 
Ох; 


因此 


| 


_ Ar rp e 


i | 


„ “ә 


(ш — k)b;u, dz == | p gh (z, z, w — K) j, 


4, pA dx; 


||" aen t етос + r) 


| 0 Әх, 
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—-——. x . 一 a.. o ———A— -—M€—— а - ames солна r —— dr HE niqpi ЫЫ p. a 


* Ch + утат] dx, 


上 去 右 端 第 一 项 用 分 部 积分 估计 ,由 此 得 到 : 
ð | PX, — k)dx + 2A | DCIvwldx 


Di |! 4, 90D MA AC 


<> LITEIT w] lw — &)ádx 


4, , p) 


+ | Бух} (o — 6) (ш — A)dx 
A, p) 


+| расо ds |, 


4, ott) 


应 用 Schwarz 不 等 式 , 由 上 和 式 得 : 


д. | Px, (e — k)dx + —— | | д |14х 
Or ы ЖШ, 2mA А pt) 
< || А (е — Qs 
" 4, iC 
+ | ÚX (x 一 ds | 
4, iC - 
或 
2 [er iy ds] Ll oen 
Ot ° » ° = k) T 2mA ° 
| Bivwepar<ye | vilw — k'ar, 
Ay, p( 4g p 


即 w(z, 0 RT E @,[ 9, от, f, ES 引 理 证 毕 . 
BE 2 (х, /) 属于 上 2,0,1 vee (0,1), ЖЕЕ a > 
0, a 仅 依赖 于 8 及 绍 , 的 诸 参 数 ,使 得 当 д, 满足 


pz max ш(х,), Psab(u)p, . (15) 
z€KGO»ofg 
сг 
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i 


k > max (Ви, max w(x, 0), Шак, YEDI (16) 
бепн” 
Н = д —– қ 0 
则 有 
mes A,_a_ay (8) = 0, 24 z€ [0, P] 
证 (12) 由 0 到: 积分, REC) = Cx, pp/2)， 并 注意 到 
由 (16) 导出 的 mes 4,00) = 0， 我 们 得 到 : 
e| {2Х,( — kdx < HT ko (4: < 5), 
4 tD о 
к, 为 单位 球体 积 。 当 :6 [0, P] FE Н ЕА C15) £: 
Х.(ВН) mes Arsu ont) < are TH D ( u)x, p" (17) 
应 用 (5 ) 得 : 
ZIEH) a (FORET rdr > -l (BHP, (18) 
m 


p (a) ° Ф(д) 
结合 (17) 得 : 
mnes LEO < r3 о", У; є [0, °], (19) 


这 里 С, 及 以 后 的 Cis С, · * “表示 仅 依赖 于 28, e 2 BET X. 
5 - 


k, = k + 8(2 — 8)H — еч 0н, 


1 1 
PA 一 (2 + сп) ©» 


бел == max mes Ак, (z), CaCa) =  (х, ол» олн)» 
0<¿ <t ^ 


TOP PE | COX (w — Ras. 
| РРА 
Wig (19) 得 : 
| ро < r3 p" (20) 


我 们 要 证 明 当 a 充分 小 时 可 导出 


lHm л, == Ü, 


ho 


这 就 是 引 理 所 需要 的 结论 . M w 2 k, BI, ks > k + ЁН 2 Ви, 
应 用 (5) 5 (13) 得 : 


X, (w — Ж») w-ky Ф (ka + T) 
Ф (и) |, Ф'(и) гат 
s Ау u 1- m 
<m| (5 т) rdt S аа (w ka) 5 
由 此 得 到 
LG) < (pn) | 20 — Куд (21) 
T 4, ps) 
Vac Wi(Q), 由 Соболев 嵌 人 定理 得 : 
| wdx < C(n) (me Q N {u > ор | 1yzlzax， 
QM u0j DO GO! 
把 这 一 关系 式 代 人 (21) AmA: 
1 , 2/n 2 tU 2 x 
1.60 < С, PS Ф (и) ил M A | V tw |24 
Н? 
Bl 22 
(ps 一 Pht) m| ( ) 
另 一 方面 ,由 不 等 式 (12) 得 : 
AOE + ое" | tlvwldxr < H иһ. (23) 
| 4, , o, (ps 0541) 
БЫ 


sup (se [0,/]|1'(;) 220} = + 
Rr., 由 于 1,00) = 0 H 10) 之 0, 故 7 为 存在 。 显然 有 
I(r) 20 В LG < 1,(z). 因此 结合 (22), (23) 得 到 : 


С Н? 1 285 
I 2 Фф’ eT + ] i BL А 24 
IG) < 160) S р mm а) (5 ) (ps — Pani)? (24) 


应 用 (18) $$ 
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HG) > e TX. Ra — ka) mes Ако С) 
l JL 
之 2m e TITO (a)l + — ka) Ines Ако, R 
结合 (24) 得 到 | 


rT n 
CT — Ra) Bai < Cae e еї 十 Len 


i—1/ |j? 
p " 8 dú (ps 一 0441)? 
因此 
С 24^ 1 +2/я 
< 一 3 z; 
Khtl p^ Vm 2 
p 


Yan < E y im 


p? Vm 
由 (20) 得 : 
Jo ri 
仿 前 一 章 的 讨论 知 ,只 要 取 
2 3—i/m N n/2 
eum) ° (23) 


就 能 导出 


2 $ 


y, < "ш (4 = 0, 1, 2,---) 
<  — co 得 到 lim y, == 0, lim ps 一 0。 引 理 得 证 . 
由 А(т)->0(т->0*), 可 取 定 nE (0, 1) 使 
l 
A(49) < 16 (26) 
id | 
B = 1 — (1 — q), (27) 
5383 Z wlr, O) RFE Z, 失 ， 则 存在 常数 b, 仅 依 赖 于 
8. 的 参数 ,使 得 V(35, 0 € О. 


* 137 ° 


w(x, 20) < — махі max w(x,0), 


1 
B K (x pa 73 ng 


max wx, t)y, (28) 
ze K(x bd yi/ Neo 
Ote 


证 记 
Po з Ё ОЁ 19 Al Els ФУ (M) 5 


p == P Q= ((x,1)€ Qllx — x| < pø, 0 <4 SI} 


(1 == 1, 2,***), 
М, = тах! max w(x,0), max w(x, 1)}, 
K(e9)(19 zeK(Pynao 
Таа 


I* = sup {ДА > Mols (29) 
ЯН а, 4, 6 分 别 由 (25), (26), (27) ЕН. 
用 归纳 法 证 明 , 当 ! 委 兰 十 1 时 有 : 
тах w(x,t)* gu, "xaO (n) pt. (30) 


由 记号 ко, p 的 取 法 知 (30) NX 1 = 0 Нз, Z G 38 1 =< 1" BJ 
成 立 , 要 推 到 ! + 1 时 也 成 立 ， 
H 1! < P" (33 £i > Mo 因此 
ki > max (fpi, Mo}. 
因而 可 应 用 5| 理 2 于 区 域 0 得 到 , 当 0 « c Pn 
mes Au -a-eupey (2 =Ü 
FR. э ЕН H, = ш — ti = (1 — В), 这 守 出 


max w(x, t) S n, — (1 — 8)!Hi = д, — (1 — B)n, 
lpi 
= дш, 一 шул. 


再 应 用 (5 ), (25), (30) 得 : 


, Ф (шь) а y ] 1 p 
аФ (pisi) plu. 1—15 —6(u)oi 过 一 一 一 一 一 
^ (uw) 16 aCe e) 16 

A mp 


104) 16^ 7 
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因此 由 归纳 法 得 出 , (30) 24 1 过 让 十 1 时 成 立 ， 特别 有 


max w(x, 1) < Ht uie 
#4: 
由 六 的 定义 去 子 (29) 得 krn < Mo 因此 有 : 
0 


M 
w(t, 19) < max ш (у?) < дүү, == l Kita SRM. 
Eai 


б ё 
HRE b m [aP СМ) 时 ,上 式 就 是 (28)。 引 理 得 证 . 
定理 4 设 u(x, 7) 7708 (1) РОН (ЗЕД) 9 Ж А (2) 一 
(6) 与 (5 WEM Y, à)e О, FERA K, b 仅 依赖 于 л, m, 
ó, Т, M, A, (ғ), A(s) МЕҢ 2.0, ғ), ---, Р(х, г), 使 


u(x, 9) < K max | sup u(x, 0), 
Ki ban 


sup u(a, 1)}, (31) 
K(z^5193n8g 
беге" 


其 中 K, о) 为 R m at bo, e 为 半径 的 球 . 

如 果 n(x, 1) 22 C1) 于 2 中 的 非 负 弱 解 , 则 上 式 化 简 为 

к(а, 9) < K sup u(x, 0), (31^) 
Ka sb 3 

iE ZE (14) 成 立 的 特殊 情况 ， 由 定义 1,7 (1) 的 正经 典 
Ми (x, t) 满足 (7) бй (n, г) —S SKOT u(x, 1)， 令 (=, 
t) = p(w (х, 0e OM). 由 31 理 1, (х, 1) 属于 上 BR, Z: 
数 与 1 无关, 因此 应 用 引 理 3 得 ,存在 与 /无关 的 常数 5 使 Y(x'， 
@©)є Q 有 : 
| W'(x?, 9) < L max Í max w'(x, 0), 

P Ka ^s 530g 


max И (х, 2), 


Кох, 589 


D<: < 
结合 (9) 得 
“!( 25, 2) < — = max 1 max u'( х®, 0), 
ё" Ka bang 
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max их, 1)}, 
K (x ^b o nap 
Р 2 3а 


і 一 со 得 到 , 当 (14) 成 立时 定理 为 真 . 
一 般 情 况 可 化 为 (14) 成 立 的 情况 如 下 ， 


АЕА УЕ 
х; ©З х,у, г), ] <: < 2, 
ls. 
jj C1) 化 为 
де 34; 0 (a, ди ду, Oy L| Su Ir _ 0% 
Dr Oy, (аа. Oyi Өх; 27) + р; Өх, Ә; 
__ Oy O0 Oy, Ou 
224; Ох, ду, (2 )| a ду, + 8» (32) 
选取 ENE **5 Хдо t) (1x k k < n), 使 它 是 
99 _ s, OP a 3 
Ө; 2x, f, 0) Әх, 0 ( 3) 


的 # 个 独立 的 初 积分 。 因 此 可 取 定 у, 为 由 
[a - — b(x, 1,0) (1<;< n), 
dt 
r; | = = y; 
解 出 x; = х,(у `, Yna 0) BRE Yu st. Ya ifü t$. 因而 Өхл;/ду!/ 
(1x i,j« n) 59. 由 


O(x,,-**, z, ) (— | Ob; ) 
-一 一 -二 一 一 一 = exp >, — dt 
Әбу, tt. Ya) Әх, 


81324 0 < : < T hU F Jp 8 123. Am 0y;/Ox; (1 < š, < n) 


нт. Ж |) ы) 的 特征 值 上 下 方 有 正 界 2, о. WA 


o. EE; < AZv(u)|E|l^, VE e №", 


ОЕР 
dri MOD аша в Ae gom > 0 (2) 2 # m. 
Yk B Әх; d 
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因而 方程 (32) £ (14) 成 立 的 情况 。 由 


u(yT)SEKmaxl sp u(y, 0), 
Кө? bM ng 


sup u( y, T )h 
KG br ?)nag 


代 回 到 变量 (x, z), 适当 地 增 大 常数 b (DES +, y 间 的 变换 有 关 ， 
而 对 0 委 : 委 了 为 一 致 ) 得 到 定理 的 绪论 。 证 毕 . 

推论 5 ибх, ғ) 为 (1) РО 的 弱 解 , 且 (2) 一 (6) 满 足 .又 
设 ulr, 0) 具有 紧 支 集 , 则 Vi(0 < £x T), 存在 常数 R, 使 

“(х„)==0, 当 |x| ZR. 

+ 这 一 推论 就 是 解 的 传播 速度 为 有 限 的 性 质 . 

证 ìk ulr, 0) 的 支 集 在 球 KO, Ro) 内 ， 则 可 取 К, = R, 十 
b”, b 由 定理 4 定 出 ， 证 毕 . 


$2 解 的 下 限 估计 


我 们 可 仿 上 22, 函数 类 的 定义 作出 下 2, AAR, hika 
ЈУ У ЕА, 15 256 0, р> 0, Оо<; «< Т П 
Bí, 2) = BU) = (z€ К(р)Ә ПО | wCzx, t) < k). 
定义 3 w(x, 1) 定义 于 0 称 为 属于 下 AIR XS. (О, 
с,т,М,Ф), S'EWE 
(i) w(x, 1)E C"(9Q)'1C(Q) HO < wlr, i) SM FO. 
(1) Voe (0, 1), хє Q 5 :€ (0, T |, > 
0<k=< mn w(xr,1) 


z€ K(p) 120 


时 有 
Or | m" PG) 一 w)az 
+ ge 5 |. UN |?4х 
<ref, ко УЕР — w )'dx 
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ra er pi ee ee ain 


Kr LO) — Ln, р, (1 — oa)p), Ve € (0, 1); X. CC, о, рз) 的 
XE X. HL (11), 


Xa (5) = | Q'(k — т)тат; 
对 @ 的 假设 与 定义 2 Н. | 
引 理 6 gwlr, 1) 属于 下 Ф,(О,о,У,М,Фу5 „+4 
inf w(x,0) >k>0, 


ХЕ K(x op) 


则 存在 仅 依 赖 于 B: 诸 参 数 的 常数 a 使 
f ) wx, t) z 6/4, = 0 =< í < пп {ab (o, Т}, 


іП 
€ K(x5,p/4 
证 ”由 前 一 章 知 有 
1, neo 2 
> À < "TO M M k > + > 0, 

Hb, 51286 的 证 明 类 似 于 引 理 2, 仅 作 以 下 代 换 即 可 : 8 换 为 
1/2, Н #0) — k/2, Xr(s) 换 为 Xx(s)，3 引 理 得 证 . 

引 理 7 ik ulr, 0 为 方程 (1) FO BS CIE $0 弱 解 且 (2) 一 
(6), (5) 5 (14) WE. У(2°, ©)є О, ЕН 


Йо == inf w(x, 0), 
К(х° „р 


则 存在 常数 b, 仅 依赖 于 2, 的 参数 ,使 


е М) 


à 
о ,0 n < M ai[ L 
u( x9, 19) 之 1 min (fo, (йд (е), 


Kt M = g(M), X. 436) EH (^) 定 出 的 4(s) RAR. 
证 Ar 一 0 时 ,定理 显然 为 真 . 当 A 这 0 时 , 仿 引 理 1 得 到 ， 
对 (1) 的 正经 典 解 w(x, 0) 有 Wi'(x, r) = pleu, 0) 属于 


下 A (9, PULL x. 为 了 简单 , 略 去 局 标 /， Hx k fE 
mA 


#Ф (k) e zm 
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Ei G7) 知 ,要 使 上 式 满足 仅 需 选取 | 
(2) eet HD, memo), 


- = 


Жн 2 = [аФ (М) рә, Н 6 知 , 当 我 们 取 
ИЕС (ваа), Ваг 区 ) 


时 有 : ! 
由 > 二 min (есд), RA CES] 


[ 


由 上 式 ,并 应 用 (9) 得 : 


е7 2002 ‚ „ ~ 2 
ul, 20) > m min is, 0 (fia (2:))). 
当 u(x,1) 不 是 正经 典 解 而 仅 是 ( 非 负 ) 弱 解 时 , 再 令 / 一 co 
Вр], EH., 
定理 8 E ulr, 0) 为 方程 (1) TO 的 ( 非 负 ) 弱 解 , B. (2)— 
(6) 5 (5 ) 满足 , 则 Y, 6)e Q 有 : 
u(x, 1) > К® inf w(x, 0), 
Кх bE 
К*, кшт, M, бё» Г, M, A, n(s) 与 ACs) K PE Ж "P 
I), ` ° ‚ b, (x, t). 
" 当 (14) WER, MASIE 7, 取 о = (29): 得 : 
u(x’, 9) > K min inf «x, 0), Kil 


Ka’ „ре! 


(34) 


| K . | 
 K,min | 1, ~ inf u( x, U 
( ) reya ^ 
其 中 K, = 了 (M24~(1))， 即 (34) 已 成 立 . 
当 (14) 不 满足 时 , 应 用 定理 4 中 所 用 的 变换 , 得 证 本 定理 成 
M. 
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UO Cuma" oe энд Ны niri дына in ARRA АДАН РАВНА ERE erae. “wiy ENIRO MR ww RR RR UU DR ON ee sequere s 


Ж 定理 8 仅 是 定理 4 Ау us ERSTE 4 2 , MRENE 
抛物 型 方程 的 定 解 区 域 已 明确 ， 但 影响 区 域 尚 不 明确 。， 由 引 理 5 
定 出 的 影响 区 域 过 分 锋 小 ， 不 见得 是 真正 的 影响 区 域 ， 如 何 定 出 
影响 区 域 ,还 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 
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第 七 童 ”抛物 型 方程 的 Александров 型 
极 值 原理 与 Bony 型 极 值 原理 


研究 拟 线 性 与 完全 非 线性 酉 圆 、 抛 物 型 方程 的 定 解 问题 ,基础 
是 АЛ®ксандров 型 极 值 原理 及 密度 定理 . e EE GERE T — € 
介绍 ,本 章 介绍 前 者 ， 


$1 Zl = 


对 线性 方程 来 说 ，AzmekcagnpoB Дк {н ИСИН E ЖЫН. R 
的 推广 ,方程 系数 仅 设 为 可 测 即 可 . 
Q> 用 ”中 的 有 界 区 域 ,对 线性 棍 贺 方程 
[e дын = Кх), хє0, (1) 
u| ao 22 0 
的 解 u(x), 设 Danit; Salg Pa > 0), F> 0。 与 Monge-Am- 
реге 方程 


1 fy 
det Me = AOLA, (2) 
21ao == 0 
UARA z(x) 相 比 较 ， 应 用 算术 平均 值 大 于 或 等 于 几何 平均 
值 的 不 等 式 得 : 


2.0ij ss; em {ү (X а.) = t det" (> ана) 
1 { 
= n|[det (a;;) det (2,,,,)]"" = f, 
因而 
ази — z) Í < 0, x€ Q9, 
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[u 一 2150 之 0, 
由 于 ç 一 z 不 在 8 中 取 到 负 最 小 , 故 得 
min uc min z, 
ЯШЕ Ж s(x) T 9 中 的 min 有 显 式 估计 ， 由 此 得 出 min y 的 
WX fü. 

上 述 极 值 原理 的 估计 由 Александров #12", BIE #9 
到 Monge-Ampere 方程 广义 解 存 在 性 的 证 明 ， 因而 显得 证 朋 不 
2 B. 

EAEE (2) p fion xe ZE, u B eq WS BL y i Алекс- 
андров 极 值 原理 的 估计 呢 ?9 Pucci 首先 做 到 了 这 一 点 。 БН 
(1) 的 解 为 存在 〈 当 系数 光滑 程度 较 好 时 这 是 早已 证 明了 的 事 沪 
作出 uCx) BS ATL ВА 

&(х) = inf а Daul), V); x = x, x€ Q, 
0scco;«1, Ўз; 1, 
X UAR a(x) PREMO 有 显 式 估计 ,由 此 得 到 w(x) 的 Але- 
ксандров 估计 ,参见 [5]. 

抛物 型 方程 情况 与 汞 圆 型 方程 情况 基本 类 似 。 设 0 为 R" 中 

АЧХ, 
(pet Duss; — u= Кх, 2, (x, :)€ Q = 9 Xx (0, T], 
u| so > 0, 0*0-— Q x (¿= 0)U09 x [0, T]. 
(3) 
其 中 0*0 表示 8 的 抛物 边界 ， 设 Dagi 2| EU (12 0), [> 
0. u(x, ғ) 与 抛物 Monge-Ampere 型 方程 的 定 解 问 题 


w. (ааа) n det (а) n + ? ° (4) 
2 | 5*0 == () 
的 对 * 为 四 ,对 z 为 单调 减少 的 解 eCart) € ССО) ПСО) 相 比 


较 ， 
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— 2, 0 
2,058 ка) — £, == tr | 
Ü >; 8:345; 
| j 


Ë — 2r 0 
} 
= “x + 1) dets+1 
I 


= (n + 1)[(—,) det (а) det(z,,,,)1**1 = f 
因而 
[Eu — a)n; — (u — z< 0, (x, n = 9, 
[u — z]ə*ç 之 0, 


u—z 不 在 9 中 取 到 负 最 小 ; 故 得 min и am z, z(z,1) T Q rH 
的 min 有 显 式 估计 ， 由 此 得 到 min ибх, 1) 的 显 式 估 计 。 这 是 


Клыров 关于 Александров 型 极 值 原理 的 工作 ， 但 首先 要 证 明 
(4) 的 广义 解 为 存在 . 

避 开 证 明 (4) 的 解 存在 而 得 到 抛物 方程 Александров 型 极 
值 原理 估计 的 证 明 由 [34] 与 [48] 给 出 。 其 想法 与 [32] ЖИ, 

[48] 的 证 明 相 当 简 单 ， 而 [34] 的 证 明 在 取 极 限 上 很 繁 。 由 
于 在 第 十 章 中 我 们 要 用 到 [34] 证 明 的 主要 细节, 因此 下 面 还 是 陈 
述 来 源 于 [34], 并 加 以 严格 化 的 证 明 . 

定理 1 ig z(x, :) Es x 221, XT * 为 单调 减少 的 函数 于 
(x, г) € Q = Ó x [0, T], Ki oai, ƏQ e c, 并 
满足 z€ C2(Q), zlo 一 0. 0*Q 为 2 的 抛物 边界 , 即 0*0 = 
Q x (í= 0)U89 x [0, T]. WÄ 


[— (x°, T)]^*: < (n + 1)К" |. 一 z, det (2:.,)dxde, 
| Ух є Q (5) 
其 中 有 为 9 的 直径 ，eo 为 = 维 单位 球体 积 。 
WE 先 证 
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| =e det (zaza = (+1) | а 
‚ де((в,,„;)Фхйг, (6) 
暂 设 s€ CQ), 30E C., НТ 
4 | z det (2,,:;)дх 一 | z, det (z, ) dx 
di lo | о 


: == "CU 2 х 
na >, "UP Әз, de Gres 
Ti xi. x; 分 部 积分 ,并 应 用 恒等式 
> A c det (Z.;x;) = 0, ISS”, (7) 
得 到 上 式 右 端 
一 У) |, PET det (zz;x;) dx == п | 2, det (zr,x,)dx, 


і „ўча 1 Oz yis; 


LmiAEUREGABUBmGLAEHETGRUCHERTRB) Euler 公式 .因此 得 到 : 


4| аа (а)ба (n +1) Jos det (ass). (8) 
di io d 9 ' 


(6) ЕЧ (8) 立即 得 出 . 
M se C(O) 时 ， 作 = 的 O) BERRA, 00 也 作 C 


Ж т. 得 到 (6) 后 再 取 极 限 ， 因 而 (6) 对 z€ C(O), 00 єС, 
ЛЕ ВАМ. x 

补 证 恒等式 (7), | 

引 理 2 REREH roetes х, BJ n EF) F. Roti К, 
每 一 支 量 为 C 函数 , 记 


OF OF OF OF 
4; = de | 2E 9***s 9 »*'**se 22. 
° Bx, Ox;., Dr Əx, 
则 有 
$1 (—1)'9@ = o, 
і= 0 š 
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证 假定 47€1(0,1,-,2), í j. 34 í<) 时 记 


с = det | oF , oF -9F ОЕ .. 
Ӧх;Әх; Ox, Ox; Өх; ъл 
OF ӨЕ ё | 
Ox; дх;ы ? ” Ox, ? 


当 i>] 时 , 记 С = Cr。 由 行列 式 性 质 得 : 
A = 2; (—1)!C; t ›2 《一世 一 ! Cj 


一 2i ( —1)'eCi, 1) Ci 
其 中 


l, 7<1, 
gli, j) == 0, 1 = і, 
—1, 17i, 
> (一 = у (—1)'"cCi, 1) Ci, 
Ох; "PEE = Ü 


由 于 gli, ) ) = —@(/, i), Cii = Ci; 得 到 
^W (н, i) Cs = У; ( —1)*e(i, i) Сы 


i jmp r j= 0 


一 (一 1) >) (—1)'ig(i, 1) С» 


£ j= 0) 


BD 
5 ( —1)'84;/] Әх; = 0, 


j x0 
引 理 得 证 . 
引 理 中 n+l 用 = 代替 ,并 取 
F — (2... .. 02 or NN 2z.) 
Br” ”br Ox ”pr 


就 得 到 (7)。，5 引 | 理 证 毕 . 
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继续 定理 1 的 证 明 PEIB 00, 2,05) € C*(8) Bi 
Л. = 23| әо =a 0, Zi =° 2, T Q, 则 由 (8) 得 : 


га [zz + (1 — t)z] det {[/е + (1 — е) 2], } dz 
di 49 


= (2+1) | Gi — 2) det n + (1 — 0214s] 


. dx > 0, 
t 由 0 到 1 积分 得 : 
| — z, det (21xsx;) dx < | — z, det (224,4;)Àx (9) 
4o Q 


iu sz T) = 2° (260), DL G5, 27) ATMA, О 为 底 的 
ЕШ СА wx). HT w(x) 不 够 光 消 ,在 顶点 附近 用 下 述 的 小 
ОЙ HERE. 于 球 坐 标 (r, о) Z F, W 00 的 方程 为 = 
ғ.(0), id х= x° + ro, W 


[ m" 21 2 ， rlw) < r < rlo), 


v) 一 fi — ó+ - 6 sin Iz (i 一 3 до) Jl] 


0 < r < 8r,Co), 
并 记 Q I == 1zr=x + rol < r < 7,(0) }, 显然 有 wi(x) € C(2) 
R. 


и? (z) > w(x) 2 а(х, T). 
(9) HHV z; = z(x, Т), £j 一 w? (x) 得 : 
j, —z det (z,,,;)dx | „т 之 | — w? (x) det (wz;x;)dx 
一 | — w’ (e) det (ut, ds 


= —(1 — ë)z° | det (zz; Í )dzx 
8 


= —(1 — 8): | dp, - dp, = —(1—8)zmes c, (10) 
其 中 p, = x=, (Dis n). o) 90s 在 变换 Р; = PO) 下 的 


‚]50* 


BRE. p= (P, ++, b.) € o 的 充 要 条 件 是 ， 切 平面 z == 
Р(х— 2) + z Æ QX {e= 0) FEY, BE 
z + pler — 2) < 0, Ух == О. 
Q 的 直径 为 R， 故 可 设 ОСВр = {х||х| < К}, o og, ок 为 
满足 x ck р(х x) < 0, Vx € Ba BU ? SEG TABRHSDUR ИП p € 
Og 满足 |Р|\К < Ра" 一 z, ДЕХА РН) oz 为 一 本 球体 , Б 
出 
o Rc" ~ 1С а)" 

п ( R2 EM | x? | 2) (00/2 р" 
其 中 к, 29 n 维 单位 球 的 体积 , | 

联合 (6), (10), (11) 并 令 5 -> 0 得 到 (5)， 定 理 证 毕 . 


mesw 之 mes wr =K 


$2 Шу T ED 


> Т Il] ТН НУ ЖЕ, ДУ ЖУ] UAR iE— 4E BJ75 25, 

ШЖ z(x)€ C(Q) ЈЕ УХЕ ВЈ. 否则 可 按 
ula) 一 inf huuli, УА 220, x €Q, S= 1, Ehr = x iE 
f и (х) 的 定义 到 8 的 西 包 区 域 ， 即 色 含 8 的 最 小 凸 区 域 。 再 一 
Дек oq R 中 为 有 界 . 


作 光滑 化 温 近 z, (к) 一 Ке 一 y)K,(y)dy € C”, 其 中 K,(y) 


是 半径 为 上 的 光 清 化 核 . ФА, 2. (Ск) ANE z) 的 定义 域 
О. ШОН. — 这 样 形成 了 光 请 的 四 巩 数 系 。 因此 也 应 考察 凹 函 
数列 。 

О 3 定义 于 有 界 屿 区 域 8 中 的 凹 函 数列 iz]. WE 
2169) 一 xz) 一 cvVreEG@)， 则 于 内 闭 有 界 区 域 中 zj(x) 为 
RAT. НЕ — 8) Lip 条 件 , 又 收敛 为 内 闭 一 致 . 

Е 2) 为 四 可 由 z;(x)— z(x) 得 出 . — 

证 Жш [zi(%)| ZU HZE. (ож). ШЛ 


sup 
(x € Ql d (x OUa) 
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- HE PC EPPRAT ids r a RR RM кашкардан ERR GEAR RR T A в G FR 


Ж, Вх 18 gld) со, did, 09) >a, 1 — 1, ‚ {x} 
ERA S4. KER x— 689. H Х'є0(0<;< <an) 使 < 
在 Х°, "Tt, X" 作成 的 锥 体内 ; 则 可 设 х! 全 在 此 锥 体内 。 z; (X: ) 
(0<;<x,i21)# ЕЙ M. 因此 
x 一 一 У) Ы{Х' (> T == l). 
ЖН 
z (x!) < > ыг ( X: ) < > AM = M, 
BEA XU 使 X" 在 x. X', °... A? 作成 的 锥 体内 5 Ë. xn 
很 接近 а, ERRA 
X0 = 1, 十 3 ux (5) 1; == I) 
有 1, > 314， 则 
X?" 一 Дох 十 Ух (5) Aij = i) 
有 А; 之 1/2, 因而 z (X71) < À); z; (z!) + » 1 z (X:), 
s) > — X — us Q0], 
— Ен BR. EDS; AP GE). z (x) 一 co 为 不 可 能 . 
BM d(x, д9) 之 2a(1 == |, 2) 时 ， х, х? 与 2°, x BHàE2&B 


延 线 上 总 可 找到 和 5 zt {н |= — | = a, dl, 20) 2 a; | '— 
x'| = a, d(x*, 00) > a. 


由 凹 性 条 件 得 : 
zi(x) — z;(x*) < z; (2) — z; (x) < ži G) — a) 
| — | |2 — «| |: — x*| 
因此 有 : 
at Sup э) = s | < n» sup | z; x) | = Kas 


内 团 一 致 Тар 条 件 得 证 。 内 闭 一 致 收敛 由 内 闭 一致 Lip 条 件 导 
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ОШ, Agr, 
ЖЯ OCR, ШЖ s()ec(o) Ж 20. 
过 扣 (4°, z(x°)) ТЕУ Е 


Хоља 77 Z) = >; p (x; — xi) = р(х — 39), 
ВП ЕТА EB) xa. 恒 满足 条 件 


х„ы 2(x), МхЄ О, 

由 此 得 到 映 象 * 一 请 一 (六 ， 加 )， 称 为 法 线 映 象 (Norma, 
map), 102 v(x) = (=, x). 

[X34 а(х) 处 处 有 唯一 切 平面 时 ,法 线 映 象 为 唯一 ,否则 映 象 
不 只 一， 在 一 阶 微 商 有 间断 处 法 线 映 象 为 多 值 。 逆 象 有 时 也 不 唯 
一 :部 当 zG) 含有 平 直 部 份 时 ,不 同 的 * 处 可 映 到 同一 个 р. IH 
此 v(x) 为 集 值 喘 象 。 以 下 的 诸 讨论 表明 ， 这 一 集 值 映 象 又 是 较 
简单 的 集 值 映 象 . 

253€ МСО 时 ,对 应 的 集合 v(M) = x(z, М). 

“АШ р 2k z(x)€ C2 (Q) (由 此 у(х) 为 唯一 ) 时 , 设 M 为 可 测 
集 , 则 积分 

| det (z, )dr = | dp,---dp, = mesv( M) 


为 存在 。 即 当 MH 为 Lebesgue 可 测 时 ， v(M) 也 是 Lebesgue 可 
测 , 它 的 Riemann 测度 mes»(M) 可 由 上 式 定 出 ,具有 完全 可 加 
H. 

对 一 般 上 四 函数 z€ C49)， 上 述 性 质 基 本 上 还 是 成 立 的 ,但 要 
25—65, 即 M 为 Borel 可 测 时 ，>(M ) 为 Lebesgue 可 测 , 它 
的 Riemann Е mes»(M) JFE, MEHA EHER 
RIRE, PRA SE Е. 下面 来 证 明 这 些 事 . 

引 理 4 站 函数 z(x) € C(Q), О 为 有 界 凸 区 域 . 则 闭 集 M 
(CQ) ВЈ (М) ЕЙ. 

证 P E6€»(M), 1 1,2,---, ph — PP, WW p! 至少 有 一 原 象 
гем, МСО AVE .HSIERS 得 到 lz!) 为 一 致 有 界 , 必 有 子 列 
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к. УАШ АЖЕ, x — a, m M 为 闭 得 ем, H 
z(x!) + р!(х— x!) < (к), Vx € Q, 
取 极 限 得 ， 
z(x*) + p (z — L) < ezl), \УхєЄ О, 
АШ P'e (M), PH »(M) 为 闭 。 证 毕 。 
开 集 的 映 象 不 恒 是 开 集 .例如 开 集 oC Q, w 对 应 的 z(x) 全 
在 一 固定 平面 上 ， 则 v(w) 为 一 点 。 但 可 证 阴 开 集 的 映 象 恒 为 可 
调 ， 这 用 取 补 集 再 结合 5i 理 4 来 证 明 ( 见 下 面 推论 7)。 要 证 明 可 
测 集 的 补 集 为 可 疯 ， 先 换 一 个 法 线 映 象 使 映 象 后 总 集合 测度 为 有 
PR. 
ЯВ ИШЕК bx, 支撑 曲面 法 线 为 (加 сс, Ри), X 
向 单位 球面 S, 上 的 映 象 | 
z 一 人 LP ees, Ра. _ T) 
М1 + Ур Vl1-c XB мІ + XP 
记 为 (К), WH 
mes u( M ) == | 


v(dx) 
м A/ 1 十 Spi 
mes»( M) = | Vi + Ур! (dx), 


因此 v(M) 为 可 测 与 и(м) 为 可 测 可 相互 导出 . 

ТЕШИК 上座 一 个 盖子 Ку; z== z, G) 由 

z+(%) = зир 10;2(х'), a; 2 0, Хо; = 1, 
x'€OK, “ах = x 

定 出 。 多 证 天 与 天 + 联合 作成 的 曲面 为 外 凸 与 闭 的 , 仍 记 为 天 .一 
方面 &(K)&S,. 55—Jjil 9S， 上 任 一 方向 ?为 法 线 做 平面 =, 此 
平面 平移 时 总 有 两 次 与 玉 接 触 ， 其 中 之 一 的 接触 点 以 为 支撑 平 
面 ， 因 此 SSEA(K)。 因 而 uK) = 5,, 5, 的 测度 o, ДЕ» 维 单 
位 球面 面积 ,因此 为 有 限 ， | 

SE 5 K 上 至 少 有 二 点 ( 因 K 为 同 ， 因 此 至 少 有 一 线段 ) 映 
d $,。 上 闻 一 后 的 集合 记 为 入, 则 eN) 的 测度 为 零 。 
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证 维 数 2 一 1 BESSER E. KENI- RRNTT 
一 点 ，K 上 线段 长 2 1/k(k&= 1,2,-:..) 的 至 多 为 有 限 个 ， 因 此 
N 中 含有 线段 的 总 数 不 超过 可 列 个 。， 即 (М) 至 多 为 可 列 个 点 ， 
mes x(N) = 0, 

对 维 数 用 了 归纳 法 来 证 明 引 理 ， 取 А" 中 的 n + 1 个 正 交 
方 同 为 Lattes Laus N 中 的 点 至 少 属于 NN 中 不 与 上 ; 正 交 的 线 
ВЈ id M;CCA(QN)), 1 £x n, N 中 的 点 属于 六 中 与 
所 有 L, < ¿< n) EZ, 即 与 Len FIRER AIE € 10 29 


n+l 


M,+ 则 BON) = >|М;, 
#= 1 


K 中 与 Len 平行 的 线段 维 数 至 多 为 п — 1, BE Map 维 
Xe e n 一 1, mes M gp == 0, 
任何 元 素 (45, °... q541) € Му, 有 支撑 平面 


n+l 
л: > g(r — х0) == 0 (а(х) = x, 4), 
¿=i 


ЛПК 内 有 相模 二 点 X = (ат, 55, z a), Y'e (у{,+++, Уб)» 
XY 不 与 L,= (1, 0,-:-:, 0) 正 交 (为 了 看 得 清楚 , 特 取 L, == 
(1, 0,.-..,0)), BD xt >= yi. 

AB 3C GER EET Jj ule К, х, X, Y' 的 投影 KK, z, X° Y°, 
Ша Ж ӘК 的 支撑 平面 ,， Н anak 上 两 点 X°, Y RRON z? = 
хї >= yl == 7?)， 因 此 由 妇 纳 法 假定 得 

mes (prM1) = 0, (pr 表示 投影 )。 

支撑 平面 内 的 投影 方 同 Ө 5 L, 正 交 , 因 此 可 选取 为 (0，cos0， 
sin0,0,..…,0), 使 它 满足 9!cos0 + 40 іһӨ = 0, ща +- 29? >= 
OH, 9 T [0, х) 内 唯一 确定 ， 当 217 q; = 0 有 时 ,方向 9 任 取 ， 
因此 
sup mes M T < N mes(prg M ,)48 = 0, 


MTGCM, 
WU mes М, = 0, AA me M; = 0(2 < i < n). 
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ap, net e P met 
KA mes u(N) = 0. 以 上 考察 内 测度 ,但 类 似 方法 易 证 六 的 外 而 
Е 0202. 由 归纳 法 得 证 引 理 成 立 . | 
引 理 6 设 集合 МСК, (M) JTM, W) (Към) 也 为 
可 测 . 
证 由 于 p(M)Up(K\M) = 5,, RA: 
5, — pM )<&x(KNM ), 
B(KMM ) = 4(K\M )15, — B(M) + д(М)] 
= 5, — (M) + и(К\М)Пи(М), 
MASH 5 得 : mes [ми(К\М)Г &(M)1 一 0， 因 此 &CKENM ) 为 
"HU. EH. 
推论 7 开 集 MEK, W|] (М) 为 可 测 . 
证 K\M 为 闭 , 由 引 理 4 知 jp(K\M) 为 可 测 ， 由 引 理 5 知 
(M) 为 可 测 。 证 毕 ， 
推论 8 任何 Bore 集 MCK, Nj (M) 为 可 测 ， 
证 Bore 和 集 为 开 集 与 闭 集 经 可 列 次 和 、 通 、 再 可 列 次 和 , 通 、… 
而 得 出 的 集合 。 因 此 由 引 理 4 与 推论 7 НА, 只 要 证 有 明 当 x(M)) 


G= 1,2,---) 为 可 测 时 ，z( U му) Z (Y Mi) 均 为 可 测 妈 
j=1 j=1 
可 
前 者 由 4 ( UU м) = U (M) 及 右 端 为 可 测 得 出 。 后 者 


HEIN 6 得 到 кк 一 Mj) ЖЕШ, и [U (к 一 м] жтт, 
再 应 用 引 理 6 得 
„(к U (K—M))— x( 
为 可 测 ， 证 毕 ， 
推论 9 (测度 可 加 性 ) it Mi М, X Borel =], M,N M: = 


„]56” 


N M;) 


j=l 


@, Mj 
mes al M. + М,) = mes u( Mj) + mes u( M;). 
证 ЕМ, + M,)= a(M) + E|X(M 2) — (M ) ñ u(M,;)]. 
由 引 理 5 得 mes [и(М.)П и(М,)] = 0. 再 应 用 推论 8 就 得 到 所 
TRAR. 
推论 10 (测度 的 完全 可 加 性 ) 设 Mi( 一 1,2,………) 为 Bo- 
rel 可 测 ，Mj 站 Mt 一 Ø, Vi, &—1,2,---, 225 R. 则 


mop (DY м,) = X aM). 


j=] і= 1 


证 由 推论 9 得 到 
"ea (>; Mi) = -5 mes и(М;) + mes ( У) M;). (12) 


jl j-1 і Acl 


«( УХ M;) x k e co 时 为 单调 减少 集合 ， 故 有 极限 集合 NC 
зак | | 


S. 如 果 N = @, N 中 每 点 原 像 如 为 一 点 PEK, MJ ah 使 
PEMi， 应 用 Mi 站 MM; = (k > j) 得 : PK > M;, [ЫШ 


и(Р)#М FH. 因此 NN 中 每 点 的 原 像 至 少 有 二 点 ， 由 引 理 5 得 
mes N = 0, (12) 中 令 《 一 co， 引 理 得 证 ， 
DIH 5, 6 及 推论 7, 8, 9, 10, ZIER e 5 v 的 转换 


(M) = | VIF XP u(dx), 


ДЧ > 也 成 立 。 其 中 »(M) (McR"») ЭЗШ E 2k z(e) € C(O) 
HJER ZR, OQ AGAR. 对 定义 域 @ 非 有 界 的 情况 可 由 取 极 限 而 得 
到 类 似 的 结果 . 

3|28 11 MAX zi(x) —z()0— со) FLEO (9 可 以 
KAAR). M'(11,2,--2)58 M оная Е, Н Mi — 
M (ü 一 oo)、 则 有 

lim sup o(z!, М!) < olz, M), (13) 

其 中 olz, M) = о(М } = mes x(M ). 
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证 XX »(M) 的 任 一 令 域 G。 如 能 证 明 可 找到 1 使 
vy(zi, MI CG, У/ 2f, . (14) 
(14) 取 极 限 即 得 (13)。 如 果 (14) 不 真 ， 存在 x € M! E C, 
(і) 点 的 支撑 平面 хо 2I (7) = р(х — xà) 满足 (P. rs, 
PASG. 由 Mi 一 M 知 {x} 为 有 界 ， 可 选 子 列 ( 不 妨 仍 记 为 x 
ЖЫ) Гл, H M 为 闭 知 єм. 由 引 理 3 А] (Py 为 一 致 
有 界 ,可 选 子 列 (不 妨 仍 记 为 本 身 ) 收 敛 于 DWG. H 
sx) — z (i) > р(х — xl), 
取 极 限 得 
g(x) — 209) Z P — x), 
BB pe»(M), xx E PSG 万 盾 。 引 理 证 毕 。 
引 理 12 MAZ zi(x) — z(a) 于 目 集 9.G01 一 1 2, …) 
与 G 为 8 内 的 有 界 开 集 ,， Н С> Gü — о), X olz, 06) = 
0. WA 
lim wlz, СЇ) == olz, G), 
lim co( 2! , 0G!) = 0. 


证 ”由 于 Gi, G 均 在 8 的 一 个 有 界 部 分 内 , 故 可 设 Q 为 有 界 . 
Ki = {z (x) {хє 0Q1} 加 上 盖子 成 为 整个 外 凸 曲面 仍 记 为 K'. и 
Ki 到 $^. ERER TF, 引 理 11 RA. 51E 11 OP BEBE SURE 
Ж v 成 为 
lim inf olz, G!) > olz, С), 
再 由 引 理 11 得 
lim sup (27, С?) < olez С), 
结合 olz, ӨС) = 0 得 : 
lim sup c(2/, G^) < olz, G) = wlz, G) 
< lim inf c 2! , GP), 


因此 得 到 所 要 的 二 个 结论 ， ПЕ}. 
АЎ ERJIIPEZX xz(x)， 可 念 一 般 定 义 积分 的 方法 作出 
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^ 


BUX | fole, dx), 至 少 在 近 边 处 v(x, AM) (ИЖ McA) X 
集中 测度 或 je C(0) (БП 1fec(9)， 且 了 在 2 中 具 紧 支 集 ) 时 
оС, 4) жж. 后 一 情况 又 可 记 为 | а, 48), 
其 中 М, Æ f 的 支 集 , 且 flou; = 0, 

引 理 13 MRKI) zi(x) 一 (х) FARO. 则 oli 弱 
ВР ol). БП Vfe CCO) 或 当 v(i, OM) (HE MCQ) 
3 MER, Vfe C(Q), § 

|, fo zy , dx) >|, folz, dx), 当 ]->оо, 

证 olz, О[\{х;== z?)) 2 1/k 8 x? EZRA kolz, Mj) 
个 。 因 此 olz, 91x; = 32)) > 0 Al im n) 至 多 只 有 
可 列 无 最 个 ，。 olz, ОП{х =)> 的 x (1isxs,1-— 
1 ,2,.…) 也 至 多 只 有 可 列 无 限 个 。 因此 坐标 不 属于 上 述 二 种 可 
列 无 限 个 数 所 构成 的 长 方 体 于 8 内 为 处 处 稠密 的 。 由 于 f9— 
ЖЖ. Ve > 0,386 > 0 {E |f(x) —f(z)] < e 4 |+ — z| < š, 

分 割 M, ZJ L: PERES. tela) 情况 下 ， 破 长 方 体 
N FEM 外 为 零 , 故 可 补 М, 外 的 部 分 成 为 整个 长 方 体 ， 使 长 方 
ЖЕ о, 每 个 长 方 体 M 中 国定 一 点 AUSIS L) Ж 
一 情况 下 破 长 方 体 仍 旧 ， 

应 用 引 理 12 得 : c(z!, M!) = о(зї, М), #1839] 

||. fæl z, dx) 一 |, folz, dx) 


< > С) loli, M!) — olz, М?)| 
+ &[co(2!, М) — olz, М,)], 
上 式 的 成 立 应 用 了 积分 可 加 性 。 再 应 用 引 理 12 与 引 理 11 得 到 上 
AAH j 一 co 时 的 上 限 < 2go(z，M7)， 再 令 s — 0 得 到 引 理 
的 结论 ， 
还 要 研究 凹 函数 的 延 拓 等 事 ， 
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引 理 14 设 9 为 有 界 凸 区 域 ,99 为 分 片 C. 四 函数 zC) € 
C(2) B. z(z)|əo = 0, z(x) FOWE Lip R. W z) 可 
[RIUZESGSU R^ dE z(x) > 0 于 RAD 延 拓 后 的 z(z) ME 
Lip 条 件 ，Lip 系数 仅 增 大 第 数 倍 ， 

证 不 妨 设 原点 O 在 2 内 . id 4(О,ӘО) = d. z) 满足 

lel) — z(@)| NIx— Z|, Ух, žE, 

i Ох 5х 20 T y, Wi 


z (x) = Nd, Е 一 l) (хє К”\2) 


6 F AOKB)uES. 


B 


o ` ` E E 


图 7.1 E 7.2 


先 证 z(x) T 9P9IICUHLE 7.1), 就 是 楼 证 月 
OC OABF ОЕВЕ` 


由 д0 у СЕ АЕ 连 线 上 时 使 上 式 左 端 为 最 大 。 机 证 明 此 情 
ЕН 


ср _ ABDF | EF BD (15) 
ОС ОАВЕ ОБВЕ 
两 边 加 1, 得 到 (15) 等 价 于 


OD _ OB DE , OF BD 
OC OABF OEBF' 
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OD op-op,9P 
OC 


re 


(Е A,CE,ZBDF (JS 7.2), W OB = OA. 


因而 (15) 等 价 于 
| = CADF ОЕ, Вр 
OA BF ОЕ ВЕ 
或 
44 DF = ЁЁ. BD. 
OA OE 
CE, 因而 (15) 等 价 于 


РЕ _ 
ЫШ; A.C 
(16) 


А4, CE, ED |... | 
ОА ACEE ° 


(16) 是 三 角形 的 Menelaus IEEE, ЖИ. Am (15) Br. 
再 证 z(x) 跨 过 09 为 凹 (参见 图 7.3). 


图 7.3 


BI Ух!'є Q, x'c RNO, y Exitz 人 5， 要 证 明 
yrs (2) + хїув(х?) > 0 (17) 
Ж 0х3 00 Ғ y, (Е z) yt, у! є 00, хїу ЙЕ yy Ш 


线 于 z. Mi 
аа) | = Jel) — 2001 < N xy < N xx 


| pe .re Pe sr re pr HH ue 


BU (17) 成 立 。 
最 后 研究 延 扎 的 x(x) 满足 Lip 条 件 的 问题 ,这 可 其 (xz * * 7, 
х,) £t (0,-- ` 0, x, ) 附近 来 考察 


д0 的 方程 局 部 地 写成 y, = PO. у) ДЕ " =r, Ji) 


TER Ah) — s, m (etis, ts r) = 0, 

Og [zm ... ay Tr Of uu 

ПОСЕН Ва АДЕ АЈДЕ Н r 为 (zy,… ,xs) 的 分 片 C ЖЖ. 
/so /( - у= 91), 


|. Ox, Ox, Or Ox; im)! Ox, 
(1s is n— 1), 
Or _ — 1 
Әх, T XA E of 
i-i f Ох; 
因此 延 瑟 后 的 z(x) 满足 Lip 条 件 , 且 Lip 系数 为 六 的 常数 倍 ， 


5| 理 证 毕 . 
引 理 15 在 引 理 14 的 假设 下 ,存在 凹 函 数列 z,(x) 与 凸 区 
域 列 OQ, (Á = ], 2,***), 使 zk(x) € C"(R"), OQ, € C^, zk| 304 = 


0, O44,C QX(Vk 221), Q = (| Qu, zele) — є(ж)(# — оо, Va 


kz1 
є К”), 
证 由 引 理 14 延 殷 zz 到 R° 为 凹 ， 用 归纳 法 作出 O, 与 zà 
(&—1,2,-::). 4 Ок, zk CHERT, IE 4(0Q4, 0Q) = 84, (Е ғ 
的 光滑 化 通 近 i. EMEK wk. W 
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silo Nd, А, ku, a > Na, Sk nh 
min | y| ma 


i х|у|”, 

HZ ne (Ë 

тах | y| 

I + —°8 nt < ду, 
min | yl 
90 
记 
MESE 15 RUM 
2 Xminl yl max|y| Z° 
. eg 90 
A~ 
& bp: —-— zát! n g^, Qui == {x| Zk+) < 0}, 


则 易 证 Zk+io Ca 合 于 引 理 的 有 要求。- 例 如 证 Q, ЖД. 由 于 Zk 

АЩ, Vare 894 有 р(х — 2°) + z > 0, 2 z = 0 fŠ р(х — 20) > 

0, BB 00, КАТЕ Ж УКИ]. 因此 д0, ih. 
归纳 法 的 开始 , 取 Q, 为 包含 8 的 一 球体 即 可 .3 引 理 证 毕 . 


s3 ША ЖЕУ 


ЖХ ul) 定义 于 区 域 Q 或 98。 按 
á(x)- inf $, hul), (VA, x' fi 4; > 0， 
УД; == 1, Z€ Q m Q, Dx == x) 

ERAZ #(®), úl) 的 定义 区 域 Q; EN (НЫ A 0 
的 最 小 凸 区 域 )。 C) 称 为 ulr) НУ РШЕ ИНК ТШШ, 
КАЖ {r| ul) = úl)? 称 为 # 的 下 接触 集 ， 

引 理 16 40YEAR, ue C(A) 时 , 则 下 四 包 22) 
€ С(2), | 

> ”可 举例 说 明 w 在 8 不 连续 时 , 则 z(x) 在 也 是 不 连续 
的 ， 因 此 本 引 理 是 需要 证 明 的 . 

例 Q =— (0.1), 0 = [0,1], 4(0) = 0, u(x)=1 0< 
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xx 1), Mj #(х) 一 w(x) 于 [0, 二 为 不 连续 ， 
证 Ve> 0, HIRA] б(в) > 0 使 


| ux) — u(y)| < s, M |z — y| < 8, Vx, yE 2. 
H 4(«) 的 定义 , 知 可 找到 六 与 osteta Ам, xS, x" 使 


N N 
й(х) 之 ` Lul 一 BE， x= > А, 
i-o i=0 


当 z€ OQ |х —7у| < ó 时 ， 
y < и#б(у) < u(x) + € = Z(x) +e, 


当 z€ 0, |z — y| < min (2/2, d(x, 89)) 时 ,于 ху 的 延 


线 上 取 点 xz， 则 

у= (1—д)++ ш, (0 < <1), 

у= 2; (1 — р) + pz, 
H DU — а) + z = 1 得 : 

z(y) < EA — uul) + pule) 
< (1 — р)[4(х) + Е] + uua) 
< йбх) + 6 + 26м, 

M = max | (х) |. 
а 25618 
(у) — Z(x) < s + 2uM < 28, 


z pi -E ik 
当 取 RN y fE < 1, 


交换 x 与 ? 的 不 等 式 再 结合 上 式 得 
(2x) — 4(у) | < 2e, 
因而 #(х)є C(0)。 引 理 证 毕 . 


KE Q 2 3, х°є Q 而 kr) < u(x°) Wi, (a°, 2(27)) 
扩 所 有 支撑 平面 的 交集 称 为 (х) T r£ 点 的 支撑 集 。 支撑 集 与 


u(x) 的 接触 点 集 记 为 Р(х), 


引 理 17 当 x€ Q m čla) < (x°) 时 ， 必 存在 N, 45 
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MM b ki ate T Jr sioe F ME. Ufl 


> w cometa iri 


x'(0 < is N) 使 N < n, №2 0, Ха = 1, x € DU"), 


N N 
У! Ах‘ == x. 4(a7) = `> ICO 
0 {) 
证 Vs> 0, IM, ш, X'(0 i M) Ë ш> 0, 


M M 
>u == 1, X: € 2, У? ш X: === X , 
0 0 


S) ши(Х') < й(х°) + s. 


当 支撑 集 为 唯一 的 平面 x 时, x 上 xy 点 的 函数 值 记 为 z). 
则 由 上 去 得 : 


S us UC) < iG?) + s, (18) 
DG?) HARE я + ЕАН Ус, э" RR m 
„й»>0, En 1, Sl; = зе, 否则 支撑 面 可 转动 而 非 只 
—. Bru) = x) (0<4<М) 及 
У) iz. ( y' ) = У) ше. (X: ) 
КА ав: | 
> vul) < й(х°) + 8, 


уу, ШЕ s, 当 ge 一 0 BF, У ШТИТ хє Р(х), 
子 列 中 四 再 取 子 列 收敛 于 s 外 再 取 子 列 收敛 于 ze D(x ),*………. 
取 极 限 得 到 


> Aju( x) < š(x°), 


Ny 
Up 


(x7) < > Aix) < >, uul), 
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vn Mil mr ue We Aca С С mdi ы ar eg ыы - WI ————— E E RM d 


得 到 引 理 的 结论 . 

一 般 情 况 下 ,支撑 集 z, 是 所 有 支撑 平面 zx 的 交集 , xy TE x 25 
间 R° Куд К"*, ONR» 记 为 Qx. F08 于 R' 上 
的 投影 得 : 


M 
У) ња, (XL) < й(х°) + е, 
Ü 


其 中 X: E X 的 投影 ,又 D) u Xi = x, H К"*, Qus XL, zs 
代替 (18) 中 的 К", Q, X', Ж» A EE f 0 03: E 
> uul) == и(х°), 

引 理 证 毕 . 

引 理 18 ШОН, u(x) T Š 为 Lip АҢЫ, Dj 
(x) 于 也 是 Lip 连续 的 , 且 有 同一 的 Lip 系数 ， 

证 Vx, ce Q 有 

Lul) — s(x)| < > Saly) —u(y*0), 
k=] 


其 中 oy! e g! y" а 2.1... . y 7 Юр EARE укук 
B й= ú yy БЕЙ AS 17 的 同一 表示 。 在 兰 用 引 理 17 


的 同一 表示 段 有 | 
Су) СУК!) | < max |#(X') — *UC) 
yt — у буем! X! — XI 


因此 当 w 满足 Lip frt, Lip 系数 为 KK 时 有 : 
|4007) — (x) < K », |у — y*| = Kje — xt. 
kal 
9| 理 证 毕 ， 
о R" 中 的 有 界 山 区 域 , 0 = O x (0, T]. xt u € C(O), 


令 
alx, 1) = inf u(x, T), V(x,:)€ Q. 
Drs; 


BRE a(x, 2) 对 x BS FR) (х, ғ), ШЗ; 
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引 理 19 4 ue C(Q) 时 ,关于 + 为 单调 不 增生 4, ze 
C(Q). Учи РОА Lip fk, WJ# 35 2 F О 也 满足 Lip 
条 件 , 且 Lip 系数 不 变 . 

证 应 用 5| 理 16 与 18, RAE. 


引 理 20 Jt ue C"(Q). дщ 22 存在 时 ， 
(max (0, — 2), (x, t) € ON{(x, :)|š = #Y, 


6r © | sup тах (0, — 22). 
(x, е ОЛ (х, | š = й}, 
其 中 D,(x) 表示 4.0 ЖЕҢ z 上 的 所 有 支撑 平面 与 人 (x, Р) 的 
接触 集 . а x 
证 шаси, 32-0, щй = и, a = 汉人 其 中 


Os m HU D Bun n AD yg = 0. REAA. 
Ot_ Ar) At 


Ой Он 
т a < тах (0, 9! 
Ej (х, ғ) ОП { (х, t) |4 = 8} Ч, (x, z) = g (ж, z). 
á(x,t1— Az) < u(x, t А)(СА > 0), Н 


_ 98 < — 55. < max (0, — 2), 
Ot Qt... Ot 


M (х, Ee Q (š> 2) 时 ， 应 用 引 理 17 得 : ayte DC), 
М N | 
N < n, k > 0(0 RN), 2) k= 1, x= > ` Лу, 


N 
й(х, 1) = > Aal y^, t), 
0 


š(x, z: — At) < Ehil yk, t — Аг) < Bul yt, t — Аг), 
(At 2 0), 


Pd 


因此 
2 й(х, t) — (х, z — At) 
n At 


N G( yt, t) — s( y*, t — At) 
<- у) D Oron 
0 


At ? 
4 Al 一 十 0 得 : 
Әй(х,!) < Ou(y*, 1). 
б< — —— ° А, 
n д; -> Bt 
< sup max (0, EDO 
уєр,(хж) Ot 


引 理 证 毕 ， EE 
9g|g 21 ik uc C"(Q) ik x€ Q, HEAR Av) 有 
唯一 元 素 p. E. p 的 逆 象 为 唯一 、 则 

. Ox(y, т) — Oulx’, t) 

lim sup Өт < шах iu д! |. 

证 取 序 列 (y*, тк) ә (a°, 1)， 如 果 (y*, Tt)€ ОП {(х, 0n 
\&—=а}(К==1,2,-+--), НУІ 20 及 ди/д: 的 连续 性 得 ; 
Oš(yk, T?) — Ou(x^, t) 

— — =< max \0, — !. 
如 果 (5,v9e0fnlt(. DIz v 4}, E15] 20 得 : 


— 9š(y*, vf) < sup max to, — биб. т |, 
OT re D, 0 Or 


设 pt€e va,hC(y*), dH 40 НДЕ AK Lip Ж (р) A. 
{pt} 有 子 列 ph — p*, H 

U — (уч, v8) < ph(X — уч), 
& /一 oo 得 : 


lim sup 一 
k — 0 


U — (3,10) < Ур (Х — x), 
因而 реє v: (20). 由 定理 的 假设 得 р" == p. {р^} 有 界 而 任 一 
ШУА p. WA 大 一 太一 oo) 
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再 证 是 D.k(yt) M 区 一 + 时 的 唯一 极限 点 。 如 男 有 极 
限 点 x*, 则 有 гє DC) 使 (,5)— (x*, г), 因而 于 x 
E yh Wu, š(x, rt) 至 少 有 一 公共 的 支撑 平面 ， 即 3pti€ vx， 
ru(sz)(w, те(уч), 由 引 理 假设 得 ph — p. 由 О — ăla, 
ru )<pu(X 一 z) 取 极 限 得 : 

U — 4á(x*, 1) < P(X — х*), 
БП рє», (х*), x* 32 都 是 六 的 逆 象 而 <* = x, ЫБ 
的 假设 和 矛盾 ,证 毕 ， 


54 ЛЯЖТЕ Александров 型 极 值 原理 


定理 22 UO XB RDUR, 00 分 片 属于 С. Q 为 9 hyr 

包 或 包含 9 的 凸 包 更 大 的 凸 区域 。 8 0х (0,T]。 设 we 

C(O), uloto 2 0, u(x, t) 在 点 (2, Т) 达到 负 最 小 值 , 则 
[—и(х°, Т)]"* 


< (n+ 1)Е" | — u, det (4.,.,)dx dt, 
2 


К» 4254 


Жз RE Q ЮЕ, к, уп 维 单位 球体 积 ，06,o, ERF О, 
的 负 接 触 集 ,部 
Quo, = {(х,›:)| ON (min "(0, u) = min (0, u)}}. 

证 用 "一 min(0, u) Ки, Ше Р (uw 0) Nu < 0) 处 

e RI CU. v AKUN а, DUE 
й|ә*о = й| ожо = Q, 

Hetk й == 0 (2 < 0, x€ D), š = (х, T) > Т, x€ Ов) Е 
拓 立 到 Qo x R, 由 于 k(x, :) ЖТ (х, £) 满足 Lip ЖЕН 
šla R = 0， 因 此 可 保持 关于 x Sp, 关于 上 为 单调 不 增 ， 关 于 
(z, z) 为 Lip 连续 地 延 拓 兰 到 R"", HERMED? CH 
引 理 14) 可 做 到 于 CX R 之 外 延 拓 与 + 无 关 , Н Lip 系数 不 超 
过 cK, 其 中 < 为 仅 依赖 于 300。 的 常数 ,KK 为 #* 于 0 的 Lip X. 
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再 作 (х, г) 的 光 清 化 。 先 作 对 上 BEBO, Aix, 0 为 
й(х„ 1) 关于 变量 t 乘 惯 常 的 光滑 化 核 积 分 而 得 , 则 
OZ, (x, 1) 
| Ot | 
Н 28е CRD, 5198 15 作出 关于 х 为 凹 ,关于 * 为 单调 不 
T BAIE TEE PELA 4 n(x, 1) 及 光 请 的 Qn(m — 1, 2, ` |), 使 于 
OQ m 附近 sx, z) 与 z ER, 00,, -= ix|zisx, z) = 0}, H. 
= x. 1) 


=< cK, 


Q,29,au(m-1,2,::-), П 9,= 05, #„(х, t) 5 — 


于 RH ВНШ ACT. ale 0), басо. B 


Ox, t) < eK 
д; , 
т Є С?" К+), MAEA 1 得 到 : 
[—и,ь(°, Т )]"*! < (n + Ra — 04, „(х, 1) 
K, ¿ Q ,,x[0s T] O# 
der (2an) dede = (TL ЭЁ» | _ дй 
X; OX; n 9 „х10›тТ1 Ot 
` (Žim, dx)dt (19) 


AU Rm 为 Qm 的 直径 。 由 于 


Ой m w Әй m v 
NE о (йл„,ах) == |. 5 wom, dx), 


应 用 5 引 理 11 得 : 


| Oim · EN 2а) 
J, | Ө: О: o Cas dx) 


Os, m o 94, 
Oz Ot 


< sup 


- olim Q) < sup 


Ok, дй, 
Ot Ot 


[ol čs Q1) + o(1)] —0, 


当 т-> 00, 
应 用 5i 理 13 839], 24 m — оо 时 有 : 
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д 
д 


| Oi, 
o, Oli 


wol čim dx) — | 
"2, 


" ws dx) 


= |. d co( ic, , dx), 
KTA (19) 4&т—> со 得 : 
[~al Т)]" < (n + 1)R° | A LACE t) 
E. 0 д, 
- wl i4, dx) dt, (20) 

再 考察 O 

_ Oz, (x, t) , | Ox, t) 
|. a oG, a | „ы, 7% 


° Qi. dx) dt 

当 2 一 0 时 的 性 质 , 其 中 Oo dE 02/0: ЖЕЛЕАЈА АУЛА, 

Q, = (x, 2) [4 < # Оо, 

О, = {(х, 1 = ë < «О, 

Оз = {(х,)|й = й = «ДО, 

首先 按 下 法 定 出 Qo BEBE хє 0, MFE 0, n E (ж, Р) 
и(х, ñ) (Pers r) 时 ,站 一 般 是 04/0: 不 存在 的 后 ， 表 添加 
u= 0, Ou/Ot. 不 存在 的 点 ( 因 min (0, u) KA u, KARKA 
存在 )。 两 种 点 的 总 集合 记 为 5:。+ 是 区 间 (#, n) AAN, и 
0, 0u/O: 不 存在 的 点 也 是 某 一 w > 0 区 间 的 左 或 右 端 反 , 这 些 区 
闻 互 不 重 登 ,但 区 间 个 数 至 多 为 可 列 ,因此 6, 为 可 列 点 集 。 | Ve 
0， 用 长 度 为 s/2 的 区 间 А. TEE ó, H R TAS BIG 
| U Ax =a Qo; | 


z € Do 
ШЖ: 
| _— дй, o(2,, 2х) de < cK X 28 max о(й,„ Š) 
9。 д! | гет 
= 2cKs [max w(¥,00) + о(1)], 3 AB. | 
青 考察 0,, ТЕО, E, Z(x,1) = ибх, n) < i < г), š 
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: наета нь ате ТС о на жаана анаа а завы 


(x, 2) 处 任 一 支撑 平面 p(X — x) = U — z(x, г) 满足 
p(X — x) < #(X, 1) — #й(х,/), 
当 6«i1— H1 BR. 4(Х, : — 8) > Z(X, t), š(x, t — ë8) = 
š(x, 1) 得 : 
p(X — x) < Z(X, z — 6) — (х, zt — 8), 
因此 p(X — x) = U — (х, 1) 也 是 (x, г — 6) 处 兰 的 支撑 平 
面 , 因 和 市 


(Xx, t — 5) = Z(x,1), 2.) == 0. 


(п <, < n), 


| — Oh, „гд, de)dz < Lo(g, дь) + o(1)] 
Qa O1 


max | _ Әйа di — 0 (34 1 — 0), 
«*єй J toTIng,nixeex t Ot 


二 去 中 最 后 的 关系 是 应 用 有 界 收敛 定理 及 QN (z = x*, 0 < ; < 
Тр 为 可 列 个 区 间 的 和 得 到 . 
再 考察 0. T Q, 上 ,由 引 理 17 得 : 


(r,t) = У! pulak, t), (21) 
其 中 N< n+ 1, рь 0, Zb = 1, Dpt — x, хє О,\)О,, 
HE є [0, T] E; 87 0, id 
Rp = {хє О,(х, ?)\4(х, Qi(z, °)) 之 8}, 
则 应 用 引 理 11 得 到 , 当 2— 0 时 ， 
| ENPF dx) S eX à... Кл) 
— co( k | imt, Кл) == 0, | 
上 面 最 后 等 式 的 成 立 ,是 因为 由 式 (21) 得 到 o (| mt, Ри) = 0, 
XF ӨК» 与 О, 相交 部 分 ,由 wc C K #= и 得 到 jE CU, 
因此 这 部 分 内 法 线 贞 象 无 集中 测度 . 
Т о= Ú {re Ох, #)|4(х, Olr, 20) < 8) р, 当 


z" €[0,T) 
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хэ z € On О, 时 ,由 (21) 知 有 N° < N 使 yeee, ХМ ә х0, 
[ПШ хі» ХК, рь — 0(N, < & < N). (x!,1), (ХМ, г) € Qı» 


有 9507. 一 о, 因而 


— 94605,1) < Ep 0 — 0, C4 3—0), (22) 


Ot 
ja: 一 D о(4,, dx )dt 
< eG, 0) p TM m 25, dt, 
先 令 1 一 0， 则 
| Qm or dr -> | fMir or dt 


对 хє Q 一 致 地 成 立 。 该 情况 的 证 明 应 用 ОП (x = >=) 为 区 
间 的 和 集 ， 因 此 区 间 个 数 至 多 为 可 列 个 ， 记 为 (6, T) G = 1, 
2,- )。 则 当 А — 0 时 ， 


T ax 
M Ой, dt = ái(x!, Т‘) 一 ix, t) 
“ д! 


- (х, Tf) — ùl, 站 一 | 28 а, 


ВАН УСОВ. 再 令 5 一 0， 应 用 (22) 得 : 


Од 
тах — dt — 0 
z€ Ü Janean Bi ° 


5253 Q. TQ 内 ze C. F 
= [J {хє 0О,(х,)|4(х, Qi(x, *)) < 81 


t” € (0,Т1 
内 ， 类 似 于 Qt 而 更 简单 地 证 得 ， 当 先 令 -0， 再 令 5 一 0 时 
В: 

la — A co( $6, , dx )d: — 0, 
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== a -Oo mAn o e, e o ET, net r: r, uc cula Ka "pr ir 


id 0.403 = 03, 由 于 在 0; ЕШ —0u/0r 2 0, 由 引 理 21 48: 
' й ic. 9 y (x. Я 
lim sup ( 3: )« 5, ° 34 (x, ғ) Є OIH, 
ЖН Qi 中 站 的 法 线 映 象 有 重点 的 点 集 。 又 注意 到 有 


一 P s< cK, V(x,1)€ О, 
z 


ИЖ н EIERE RR cK + 94/0: 作 延 拓 成 为 filr, Om 
0. id fix, ғ) — ди/0; = f(x, 2), Bü] Ve > 0 有 : 
04, 


Ot 


< f(x,t1) +e, МА < (e), 


EA rf 


Ө 
lo: m 3 оС, 4х) а: < |, f(x, Jolki, їх) dt 


+s P ю(&, dx) dz < lo f(x, 1)0(3,, dx) dt + sk, 


Eb 4 一 0 时 ,应 用 引 理 13 得 到 ,上 式 右 端 
< lo f(x, t)o(u, dx) dt + SK, 


== lo f(x, t) det (u,,.,)àx d: + SK, 
TH E, det(w,,)- 0, ЖЕТ EN 6-00 ë: 
sK, — 0, f(x, t) det (triz; ) —> —u, det CP Be ó — 0, 
因此 于 (20) 中 令 10, £0, 5 一 0 48: 
[—«4(2, T)]*" < S EORI |. 一 det (u;,,.,)dzx dt. 


定理 证 毕 . | 
定理 23 iO HAE, 00 为 分 片 属 于 С', Q, 0 
ERA Ө [itu JH DUO, Q = 0, x (0, 了 ]。 设 
«€ С(О)П (О), 0 < # < T, 
Їй! 


1749 


<A — Cmm 


t ps 
> it u [CEDR 


in 
onus TOMH) Kn 


eT 
q 2 
其 中 q = O , inte Q, П {z < hj, O uL intusQ, 是 v = ц — inf u T Q 
ó*0 à*Q Фо 


的 负 接 触 集 ,而 RR 为 O, 的 直径 . 
证 Z 
u(x,0), < 0, 
sn 1) — P T), :>T 
延 拓 ox 到 Q, x R， 再 作 连 续 延 拓 到 R^". lE “的 光滑 化 函数 列 
[umi (m = 1,2,---) 逼近 .由 光 谓 化 逼近 性 质 得 Uus) 于 
W zu 0) NCO) 
中 收敛 于 и, 
作 Qi 一 1,2,-…) 使 О, эң, д0,є C", Qaan 


U Q; = O,, d(Q,, 00) > 1/11, 
е] 


О, ЕШ 97252259108 14, 15, id OQ! — 9, x (1/1, T], W| z, — 
u 于 21.00) NC., Biu 


v = u — infu, vh == v' + ju; — wc + и» — u, 


g 
ШАН: vhloto > 0, MAEA 22 8: 
| inf 9l, 2» — k 
о К» 


Дол — m det (u mz;x;)dx dt |”. | 
应 用 引 理 16 易 证 得 | 
lim 04, = Ои, 
因此 ve > 0, бы Sila 0e 01410,0), 0и} e) = Ои, M 
т 大 时 。 因 而 
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- te cordi эдер ег rc Hle unit. RAE D RI END UR pe “usa `. ic mp RR PRA mE ^ PREIS CIRCE RD RP RR Rar no du c ng dr om mm RE o UO d ER" e du p REN th - des c mque a Q 


„1. 


Inf vl, > — [二 DR + DR" | gei 一 tmi det (sess dde] 


n 


9 E, 
先 令 m— со, Hi 8 一 0 fH. 
| A 
inf v’ > 一 кэе |, hg 7 и, det (4«,«;)dxdr | Uu 
24 Es pora 


全 一 | = m 


上 面 最 后 一 个 不 等 式 的 成 立 是 由 于 0и,о,Е0,,о. Ф 1 - оо, 
ойж on lu < Pr, SERIE. 

下 面 进行 Александров 型 极 值 原理 的 证 明 , 下 面 儿 个 定理 是 
不 同情 况 下 的 Александров 型 极 值 原理 . 

定理 24 i$ O4 Hm, 00 分 片 属于 C:。 O, E o 的 凸 包 
集 或 包含 凸 包 集 的 有 寞 凸 集 ，0 = Q, x (0, T], FRAT 

Su = az, SL — u, (x,1)€ О, 

Tor q; (x, z) 为 对 称 、 半 正定 ， q;; € L (Q), 1 < z, ? < n, 
В det (a;;) = ш > 0, iuc W tulel O) N C(Q). 则 V0 < < 
T 有 


заг 
— и, det (u.s, даа, | 


. R” 
inf , f и | 一 全 -一 
"m э иба, г) 2 8" огне “ (n + 1), 
ati 
* | (Zw) dx dt | А 
q det(a;;) 


其 中 К 是 ©, 的 直径 ,又 q =a О, азо, П {z < г}, 


证 由 eje L”(Q), det (а) 2 m 及 «€ Wii (Q) 得 
(Lu) opm 
de (2) € Liw (O). 
如 来 
(Lu): |. шш 
det "+D a;.). ntho) э 


则 定理 显然 为 真 。 否则 设 


• 176 • 


(Z u) + 


由 算术 平均 数 大 于 或 等 于 几何 平均 数 的 关系 式 知 在 0, мод, 上 
有 


L^ tg) 


Su > (n + 1)[det (а) Си) det (и), (23) 
因此 于 О, 1.0. ЕН: NE 
ә*0 1 (а) 

9: det (ил) < (n + 1): det(a det(a;;) ' 
应 用 定理 23 就 得 出 本 定理 . 

再 考察 一 般 的 可 测 系 数 线 性 抛物 算 子 

L u == >а; (х, SL + >5;(x, DEP + с(х, t)u — Hre 

定理 25 除了 定理 23 的 诺 假 设 外 ,再 设 b e Lrt oa > 
0), ce L"(Q), ¿< 0 p.p 于 9， 且 存在 正常 数 N 使 || < 
—NRe p.p T о, Eth |b|) = (520), XRXom,O. M 
иЄ Wa Í (0) C(0Q) 满足 


(N + 1)R p" 


inf a(x,:) > inf н 一 E T De 


onus) a*ontu«e) 
MMC PR i 
|, det( a; "di ? 
其 中 设 原 点 在 9 内 ， 4 一 Qu- ausnar U < £), x B (n+ UR 
为 中 心 在 原点 半径 为 (N + DR 8. 
注 iu y = u — inf Hy 则 Овор 表示 在 B (NR X [0, 
a*p 


T] 上 ”的 负 接 触 集 ， 这 一 函数 о(0| әве, урхіозт) = 0) 的 人 负 接 触 
$E Turneo FO 2 (vlaooxtow7] 一 0) 的 负 接 触 集 Г, 要 小 些 ， 而 
Александров 型 极 值 原理 右边 最 后 一 项 的 系数 大 一 些 . EER 5) 
ИШ ,两 种 负 接触 集 总 在 Q@ 内. 

证 HH :方向 异性 的 嵌入 定理 得 : we LEPO), WX 
ш (Luj є Li (CQ). ЖА ЖЕ E 
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(Lu), 


det MG +0( а; ;) 


应 用 定理 23 FEE "一 4 一 infz 得 : 
a"Q 


(N + 1)*R"( n + 1) 


inf 4 > inf и_ 一 | 
к» 


Q a*g 


1 
Jatt 
+ | — t; det (#x;r;)dx dt i 多 (24, 
Q 


UsBCN-EA)R 


14 (y, 1 ) € О», Bons 时 有 : 
v(y,1) + Vu(y, z)( x 一 y) < s (x, z) < 0, Vx € B мй э 


Є[0,Т]}, 
H x = y + NR Уну) ç Boror WEA: 
IVuCy, 2) | 
u(y, z) + NR|Vxz (y, z)| < 0, V(y, z) € Op, Bvt pe 


因此 
У!Ь;и,, + си > с(и + МЕ |Уи\) 20 р.р Т Oneone 
应 用 (23) 48: 
(n + D) det (а)(—и,) det (tnx; ) < Za < Lu 
p.p 于 Окы, BRA C4) ГЕШ ИЖ. ШЕ. 
当 有 和 界 区 域 О Ehi, LAERA BETA UE fe h s ТЕ О == 
ох (0, T] 内 ,不 便于 应 用 ,因此 疝 需 有 下 述 结 采 。 
定理 26 iko AIE— Hc DUR,O007959H C', 9 = Q x 
(0, Т], Я+ 
<и = а(х, 1)и, =, 十 bi(x, tur; t elr, t)u — и, 
其 中 aje L%(Q), bie L'?"(0)(32 0), ce L""(Q), 
Ха, & 8,2 A|E|^, 132 0, М(х, г) є 0, Vš e€ К", 
с< 0, |21 < —NRc p.p 于 О, 
其 中 入 为 正常 数 ， 则 we W ba Í (Q) Y C(Q) 满足 
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- |+ окт 


inf и(х„);>> inf wu. 一 一 一 
gn osi atonu") (n 十 l ) gr" 
—1 
. | Ээ dede "n 
onu« det (а;;) 


HER R% W, SST, 

Ж ” 先 就 光 福 情况 证 明定 理 的 结论 ,然后 用 光滑 逼近 ， 

J6 їн TB u BJ 6 ƏQ e С° (0 < a < 1), as, bj, сє 
C*(Q)' CCR”), ue Ct"(0)。 在 此 诸 条 件 下 ， 求 出 下 面 定 解 问 


题 的 解 
他 = ( Zu)+, 


v| ожо = Inf u., 
ə* 


WAF (Lu) e С°(О) 8: ve С+°(0) 为 存在 唯一 ， 
ЈА АЕО ру. < Wa E 

(%Zu)+, (х, )еє O, 

0, (=, ')є Ок\О, 


и |ə*o, “= inf u, 
o*o 


-| 


其 中 Ок=={(х,,)||х| < К, 0 一 :上 委 了 7)}， 易 知 这 也 是 存在 唯 
一 的 。 由 极 值 原理 得 到 ожо > inl «-, 再 由 极 值 原理 及 定理 


23 得 到 , 当 (x, 1) € Q 时 有 : 


u 2 0 > w inf и. — NEOR 
3*9 (n + 1)ку" 


. (Sr ,| 
non det (a;;) dx dt | ° 
ЗЕ B ов АЕН н: Q H Q, = (x€ 8ld(x, 82) > 
I/ki(K= 1,2,--.) 逼近 ,再 对 00, ARARKEN О. 
系数 与 x HAABNEEME NA oj = s b; == с == T 
O Sh, FERJER DETER 239 PA. 
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对 拟 线性 方程 解 的 Александров 型 极 值 原理 有 : x 
定理 27 ох К° пули, 00 JFET C, Q = 
Ох (0, T], ue Wrihi(0)， 对 称 正定 矩阵 (a;;) 满足 det (a;;) 2 
ш > 0, м 0. а(х, t, u, 2u)€ L'(Q), B(x, t, и, Du) € 
L'"(Q), 其 中 Du = Dwu, 
L и = уа, (х, t, и, Du)us.; — us — B(x, t, и, Du) < 0, 
则 


. R atl 
“n> it aco [LR ee 
(r) > зойир (n + 1)КУ" 


| | oven da Gy 64| ° 
证 作出 w 的 И.О) 光 神 逼近 列 aty, MU 
Sut = >a; (x, t, и, Du )ux,x, — uj 
< B(x, t, u, Du) + Ўа, (x, t, u, Du) 
` (uf — и), — (uf — и),, 
应 用 定理 26 ( 取 N = 0), FS 《一 co ， 就 得 出 需要 的 估计 式 。 
定理 证 毕 ， 


55 Bony 型 极 值 原理 


利用 Александров 型 极 值 原理 可 导出 Booy 型 极 值 原 理 . 对 
HEADER Bony 极 值 原理 见 [37], [38], [5]. Bony 型 极 值 原 
HE Bony 极 值 原理 于 抛物 情况 的 推广 . 

引 理 28 075 R 中 的 有 寞 区 域 , Q = Q x (0, T]. 1 «є 
Wi a Í (Q) T (OG, T)€ ОС е Q) 达到 局 部 严格 最 小 值 。 则 
Và > 0 与 定义 于 (0,6,] EKZ e(r), s(z)— 0 (4 т 0) 
可 使 V8€ (0, 51 有 mes 4, > 0， 其 中 
A, = (y, n)€ О,(х, Т) ПоО|а, (у, n) < 0, (tx;x;) om 2 0, 

Ои 在 (y, n) 处 存在 , 且 |D;u(y, n) < &(8)}, 


° 180 ° 


rÜ! LEk 


证 由 + 方 回 寞 性 的 嵌入 定理 得 xk С(О), HT ulr, ғ) ZE 
(x0, T) 达到 局 部 严格 最 小 ,因此 存在 56 > 0 使 

inf а “(«„Т)= 1 e(8) > 0, \/ёє (0, 5], 

8*9 (z9,T) 2 
其 中 

О;(«„)={(х,)||х— °| < 8, #— ë < =< Ë). 
ЖАЗ s(0)— 0 (34 ó— 0), id 


v(x, г) — u(x, 1) — inf ux, 
| 8*o qx Pr) 


Q, = Bj (309, О? = Q, x (T — ë, T], 

在 O 上 v(x, 1) 的 负 接 触 集 Оо, 含有 x 附近 小 邻 域 部 
分 ,在 Oso, 上 有 下 列 性 质 : 

v 满足 一 致 的 Lip 条 件 ， 因 此 Div 为 p.p 存在 , "对 :为 
单调 , 因此 ç, 为 p.p 存在 且 e, 0, ç 的 任 一 方向 微 商 对 x 为 单 
调 , 因此 Die 2) p.p 在 在 且 Ereg: 2 0, V£e R°, W fü 
(vxixi) 2 O p.p. X V(y, t) € Qual, T), ET don, 2) | 
А Е e(5)/2， 类 似 于 引 理 3 的 推导 得 : 


= el) _ 
|0,0(у, t)| |0,и(у, z) | < 20у, 89.) < e( 8) 


X (у, ғ) Є Oso, 为 p.p 成 立 ， 因 此 mes (O,, a N45) 一 0。 应 用 
定理 22 得 


0 < [5(8)/2]"%% = [—v(x, T)" 


< (z + DR | — и, det (u,,.,) dx dt, 
E, 0,2 
因此 
mes О,,о, > 0, 
mes (0,,o,f| As) == mes О„,о, 一 mes( 0,,0, 4s) > 0, 
因此 


mes 4, > 0, 
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се, | : 


5 RHE. | 
定理 29 (Bony 型 极 值 原理 ) 设 s€ W kao (О), 
Su == Ха: (x, t)u, Í b 216,09, t)z; + elx, t) — ш, 
dj, b; c АЯН, В. Ca) 20, с< 0, u(x, 2) ТЕ (x^, г) 
达到 非 正 最 小 值 , 则 


lim ess inf Suo, 
(ynat) 


证 4 e(z, t) = ulz, z) — [| z — L| + 1—07], 则 w(x， 
г) 在 (a°, P) 达到 局 部 严格 最 小 。 由 引 理 28 得 : 
lim ess, sup |V#(y,n)| = 0, 


(y,n)—>(* 


lim ess inf 9* (y, y) < 0, 
(y»n)»(x" i) Ot 


Hm ess inf 1(y, 3) 20, 


(yon) (x 7,17) 


其 中 1(y, т) 是 矩阵 (u.s; (y, n)) 的 最 小 特征 值 . 
上 述 三 个 不 等 式 结合 系数 条 件 就 得 到 定理 的 结论 . 证 毕 。 
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第 八 章 ”密度 定理 及 其 应 用 


拟 线 性 抛物 型 与 拟 线性 椭圆 型 方程 定 解 间 题 的 研 究 ， Har- 
nack 不 等 式 与 Holder 条 件 估计 是 基本 的 .得 到 这 些 估计 的 方法 ， 
Жк ежу Бі, Ладыженская 估计 (包括 de Giorgi 
fit), Moser 估计 是 有 效 的 方法 ,这 两 者 [49] 与 本 书 前 面 已 大 致 
їй. 

对 非 散 度 型 头 部 的 一 般 拟 线 性 方程 与 完全 非 线 性 方程 (抛物 
型 与 椭圆 型 )， 有 效 的 方法 是 具 可 测 系数 微分 不 等 式 的 密度 定理 . 
МЕНЯ Harnack 不 等 式 与 Holder 条 件 估 计 是 很 快 的 . 

研究 抛物 型 方程 与 椭圆 型 方程 密度 定理 的 文献 见 [39],140], 
[41]. 


i 


51 密度 定理 的 叙述 


设 0 为 R Jump, 0-—T-—T'-—o,0-—Qx 
(0, T], O* =Q x (0, T*]. 考察 有 界 可 测 系数 的 线性 抛物 算 
+ 
Lu = Dal E, t)uss; + Dbl X, t)u,, + c( x, tu — u, 
il 0', L 的 系数 满足 | 
ДЕРС Хаё, SAIE, VEER”, 
0<14<4< оо, (2b2)2< A, jel < A. 
要 证 明 算 子 S 具有 下 述 性 质 . 
定理 б uce Wii (9*), u>0, Su < 0 几乎 处 处 于 
9 . 设 有 86€ (0,1) 使 
|{(х,;)є Q|u(z,:) >1}| >8|0|, (1) 
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CHIC PP 


其 中 14| 表示 集合 4 的 测度 ， 对 a> 0, id 0, = {ré Qla(x, 
20) > 8j, ШОВ 
min 4z2Y(270), (00-1) (2) 
(-6B)T&i«T* 
Y 仅 依赖 于 8,5, 4, Л, 0, 8, diam Q J ES, T/(diamQ)', T*/ 
( diamQ)., | 
注 1 由 岁入 定理 得 w€ C(Q*). 
注 2 由 于 
TOT IG, 0€ Qlu(x, ғ) 2:1) 
是 集合 «„>1 于 0 中 的 密度 ,因此 定理 1 可 称 为 密度 定理 
定理 的 证 明 依赖 于 几 个 引 理 。 先 对 定理 的 条 件 与 结论 作 一 些 
分 析 . 定理 的 结论 可 从 特殊 情况 的 结论 
min «lx, T) 27 (3) 


导出 ， 这 是 因为 , 当 (3) XAR, VO 一 98)T < T < T* 有 : 
|((z,z)€ Q x (0, Т]|#(х,,) 2 1)| 
= min (o, roit. 

用 min (8,T/T*)g RÆ 8, 则 由 (3) 得 到 (2). 因此 要 证 明 结 
ie (3), 假设 中 所 有 О* 均 可 换 为 Q. 

又 定理 的 密度 条 件 可 改 为 在 9 中 的 一 个 长 方 柱 内 成 立即 记 

Кб) = {r| ju — xi] cR, lien), 
hj C1) 等 价 于 :存在 一 个 fr(x*”)CQ 使 
[x 2 € Kr,rlu(x, ғ) >1}| 2 8|Кьт|, (4) 

其 中 天 Riz 一 k (35) X (0, T). 


这 是 因为 ， 当 (4) 成 立时 , (1) 中 8 用 вА 代替 时 成 立 ， 
其 道 , 当 《1) а SES Mp S 
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Tr о tmr m _ e, o pan... m. — cR 


М 
ka i«N) fi Q,clJ Eco, 
取 6 充分 小 使 ANO | < 5-10]. MEDAN ki t 


IG, 0€ Kirlu S1} > 5 Kils 


PE (4) (8/2 fü 8) У. 
密度 定理 证 明 的 过 程 是 :于 Krr 中 4# 之 1 的 密度 之 hb. W. 
М и 之 的 数值 可 增 大 密度 , 即 4 > e(0 < a < 1) 的 密度 可 比 6 
大 ; 当 o 相当 小 时 , 可 做 到 密度 接近 于 1. 证 明 此 情况 起 主要 作用 
的 是 引 理 5。 当 密度 接近 于 1 时 ,可 导出 
| min u(x, (1—8/2)T) > v,( > 0), 
x-z |<К/ 
证 朋 这 点 是 应 用 引 理 4, 由 w(x, (1 — 8/2)T) 2 m, |z — Z| < 
R/2 导出 min и(х, T) 之 7( > 0), 证 明 这 点 是 应 用 3 引 理 2. 
iori rans x == 0, k&(0) 可 简 记 为 如， 并 做 * 
方 同 的 倍 乘 变换 : pE Pi z 代替 fa 相应 地 系数 Gjjs bi, C tb PE frate 
替换 。 记 kr X (—R2, 0) = К, 为 标准 长 方 体 ,由 比 密 度 定 理 的 
假设 成 为 : 
u€ W(ox(-—R',0)),«ws20, su < 0 几乎 处 处 于 
Qx(—R,0), |{(x, ғ) Є Ks]u >1}| > 8|К„|. (5) 


密度 定理 中 ，7 不 依赖 于 diam О 而 仅 依赖 于 diam 8 的 上 
界 。 这 是 很 重要 的 ,因为 要 由 它 导出 Holder 条 件 ,必须 RR 任意 小 
时 都 能 应 用 。 这 一 件 事 的 证 明 是 : 当 R。 时 密度 定理 条 件 成 六， 


做 坐标 变换 一 Ear, i ~ D 算 子 Lu 化 为 


им 2 
L ц == Эа 十 S bits; + E Cu — tt, 


Ri 
H (52) < 4, -А<с<0 
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a le th аи 
De hp iim, bs a 0s MUN - ——— эрир {ИЙИШ te memet 


›2 
Ë (SKA, —А<®с<о, VR<R 
" n 


因此 VR < R， 时 密度 定理 条 件 均 成 立 , 因而 得 出 R < R， 时 密 
HEB. 
下 面 证 明 密 度 定理 就 从 条 件 (5) 出 发 . 


$2 ЛЛ Ж F Ж ХО HIER 


5133 2 | =€ WzubBszo, <и < 0 几 平 处 处 于 

{1x| < X} x IT, Tj. X0 cc? < =< СӘ < co, 
1 

inf «zl, W 

1х, tT ү үс 
| 之 1 — 1 
nt aT с x) 
1Е# 2 Ci, C, 仅 依赖 于 n, 1, A, С, C? E XS ER D. 
证 由 于 SZua— Aus ##<0, 因此 不 失 一 般 性 可 设 


—A< <0 ја fir. t=T, + LX: = r, 
X: — X: 


MM) z = Ti, £= Т, 分别 对 应 于 r= LXi, r = LX; 25 ЮЖ 
vlr, r) = (1 一 二 es 


其 中 m, M ZE 82 E. mA. WA: 
pu (1 一 List ^ gu = —2LmY(a; + b;x;) 


2` 2 oov. 
T T 


+ (M + cr) (1 — 2) 一 Lm e 一 12%), 


= 


ide , C = 22A + D), 4 M 2 4C%D:A 时 ,上 式 右 
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Wn 
22 —LmC(1-— c) + 4Lm(m — 1)лс + (M — CDA) 
. (1 — o) — то(1 — с) 
—2Lm(m-1)à1e — LmC(1 — о) ubdt — gy 


+ l |4Lm(m — Dn + M(1 оу — 2mo(1 — о) 
A 


ті (т —DA— C], <s <, 
> M | 1 
rg LmC, 0<0< =, 


4 LM > 1 (1 1), Hm E M (š m 2 1 + LM 
m 


1 1 
max 116cemc， ml! 一 L), 4C@D:A), ШЖ: 


& v > 0, 

应 用 Александров 型 极 值 原 理 ( 注 意 Александров 型 极 值 原 
mhg (DES 一 Nic 不 能 满足 , 可 先 在 方程 两 端 添 加 ви, 
应 用 Александров 型 极 值 原理 后 再 令 8 一 0) TAR 

(z, T)E {|r| < Xi x (LXi, LX2), 


TAM ко, 
u —(LXi)"v, Ei <l, 
= Liel 
1. Т zl, 


] v XN\™ XNC 
и | cx? |z |<X:/; = ( m =) (=) = С, (25) » 
, 4 Х, 


ОЕР. 
ОЖ 2 ib uce Wil, и 2 0, Su < 0 几乎 处 处 于 
{х|4(х, x3?) < Xa} x [Т,, Ti], 
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= | CR 


in и 221, lz;— xl < k(X,— X1), 

I|xz—x'|<&X t=, 
Qm ce < T: — T, < c% < co, 
Xš X? 


pi 


2 1 


. X NS: 
m É > Ç 2) ° 
其 中 C, 5С, 仅 依赖 于 n, А, А, C, с», р, k. 
证 明 类 似 于 5l 理 2, 仅 是 v 改 为 


vr) = i — Z хх 
T 


则 有 


(LX: — т) 


х— х + 


2 1 


à |m 


H4 m, M 使 "21-L|c4-|. M 2 max |16С®% | c + 


k |: l (1 — L), 4COD'AHUST. 


CDW)? 44С%9 m 

ИД Ка Kr(x, P) = krl) X [P — R’, 0], Kr = Kr(0, 
0). 

引 理 3 Vue ин. (К, ө) и 2 0, Su < 0 ЛУТ 
Kio, (00-1), 其 中 0<с< A. 岂 存 在 常数 4 满足 0 < 
#< 1; 使 当 K (m, P)CK,, |KK(z2, 2) 站 te 之 1 之 多 天 Rs 
й) | 时 ,有 : 

“>С T ss!) X Er, # + 7R2]1r1K.,, 
CHKT n, А, A, =u, Ө. 
证 令 х— x= RX, : — n = РТ, i % (үу, 
= f — [1 一 е\хї-2Т)]з, | X | —2T, 
“, ІХ |? 227, 
PA 221, L RE. WJ) T 325. 


r= |х| =1, o< T< Ż}U{T=0, IXI < 1) E, 


ç > 0, 
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X 
(9 — cRi)v < [8L2%7a; X, X; + 41 Уа, + b;,RX;L 

-CARL]eFUXI7D— [1677 S2,X;X; + 8L`>;(a; + b;RX;) 
+ 4L] 47HXU72D с C, Le axv72D с C L2[2 21027) 
LL egALIxit7a7)] = C,L(v + 1 一 и). 

上 上 式 当 221, [Хр < 2T 时 成 立 ， 因 此 有 

CLL'(1—9),, (Хр «2T, 

0, IX | > 2T, 

应 用 Александров 型 极 值 原理 得 ( 记 В, = {x||x| < rj): 


ç 2 0_|р — 


sex — (cR? + C,L?)o < | 


1⁄(n+1) 
[20 — (Re + C, Le]! нахат | 


А Ф 1 


>- QGL | 1 


1/Сп +1) 
| 0—u гчахат| 
2| в, | | ao )+ | 


之 сг |в, X С B {x < 1} | 之 — C4L? 


x |(& x (0, 1)) le < 1y| >- CL — n). 


因此 
4| p, xtreim 2 (1 — 6720) — CL(1 — n) 
1 
> -~ 一 CLII 一 8 
912164 L( и) 


一 I= FICC 一 u)]^, 
当 取 m L(1— ú) = 1 时 上 式 成 立 . 


一 一 一 。 则 在 (X, T) 坐标 下 有 : 


1 
u | B, px CTo1/2) 之 2? 


>1— — 
Ж a 2 КУТ 
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在 (x, z) 坐标 下 ,上 式 是 


1 
u | BRA(x x 1-2,2) 之 3" 


HR х° 5 kar) N ki МАЕ AR, X, = 0R/2, X,= ӨК, 
T, = — R2/2, =< Т,< min (0, # 4-7 R?) 应 用 引 理 2 450E 
ЖУ. 
类 似 于 引 理 3 的 证 上 明 ,可 得 : 
SE 4 хє Wsti(K,),， WE #2>0, Luxo 几乎 处 处 于 
К, #rh 0 < c < A. 则 存在 4 满足 0 和 4 一 1， 使 当 
К, Піи2 11 2 А|К, | 
WT, 
Hp, xum 之 1 — C(1 — д), 
C 仅 依赖 于 n, А, A. 
引 理 5 设 有 可 测 集 TCK,，|T| 20. TIR P 满足 
F OTU nk 2) x fatz 十 7R2) П K |K, 2) C Ki, 
IT ñ Kr(x, 0)| Z |К, ?)|j (6) 
则 或 者 有 
| ®(1 + =) url. 


12 
或 者 存在 一 个 Krle, 0)CK 使 
R2 Ini, IT N Ка, 0)| > ul Кеба, 0)1. (7) 


证 如 果 ITAKI >Z |К, 01 (7) mar. ЖИ] IPO K, < 
B|K,il. К, 分 为 22 AERD Kus т;), 


у= t (1 < : < n), 
T; = —3/4, —1/2, —1/4,0, 诸 天 中 满足 ITA Kj] < u| Kul 
BIRDAARD A 2 个 等 长 方 体 Kin(…*),…………， 
首先 讨论 最 大 的 长 方 体 Ki-* 之 一 使 гк > u| Kl 
(BI 为 使 此 式 成 立 的 最 小 的 k. 含有 Kri 未 分 前 的 长 方 体 设 
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` * ` ` ' nA p 1 C Rr n zs зет о mec pie er рр тет 


为 R-n, dE c 方向 具有 同一 性 质 相 连 长 方 体 设 为 Kitr (l = 
0,1,---, L), В L= —1, L 4-1 不 具有 同一 性 质 ,也 就 是 说 ， 
ГП | < а-н, Зр КАС Rita 使 
ГПК | > aK) (¿= 0,1,6, L), 
而 Vi 使 1 < ;< 27+, KicK UK “+ I |T n Ki-k| < 
«|К%-+|, id Kine 的 上 层 小 长 方 体 为 KA < у 2"), id 
Ен ЕРМЕ КЫЧ 2), HI|T n Kc 
PIKAS 1< L) Knc << L), KitWiCT(l < 
і< 2"). 因此 | , 
п (32 кн + D кен) — T E| S Ki 
~ M=p i=l j=l 


> Ir n (X К.-к. + 2 кү”) + (1 — д) ° 


j=] 

L 1” 7” 
> К1-к+ 十 y» кч! 一 工 一 4 е У Kz | 
TT TI | 4 1 


> [ + Г (1— n) || Г (5 Күк 


+ Уке )|, (8) 
f = 1 
КМ 如 在 K, 之 外 ( 即 在 :一 一 1 FE), 则 上 式 中 与 它 有 关 的 项 
AE. Kit! 如 在 К, 之 外 ( 即 在 :一 0 上面 ), 这 时 上 式 修改 为 


28 7” 
(1 一 и) 5кг — 6 y» Ki 
| 


1 一 1 


L 
+ |fn D Rite 
1 = 0 


> |а tL a- or n 2, Krka (9) 

K, WR ERDRE [TNK 2 alL 的 长 方 体 , 按 

由 小 到 大 继续 进行 讨论 ， 一 般 地 仍 得 到 〈2) Җ. Кр 如 在 KK 

之 外 ,或 小 的 名 时 已 处 理 过 了 , 则 这 项 于 (8) PRHA. Kin 
在 ,之 外 或 小 的 《时 已 处 理 过 了 , 则 式 (8) 换 为 式 (9). 
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式 (8) 与 (9) 对 所 有 可 能 的 长 方 体 相 加 ， 由 于 
l-es kw |а eil 
M o "e 两 此 总 的 结果 为 : 0 
а — iri ifr 13a - ra Y Eee. 
其 中 了 为 所 有 在 + 一 0 之 上 的 长 方 体 之 和 ， 


由 于 工 为 可 测 集 , 有 
ITN KaCy, r)| 一 > | > R — 0 
[Kr(y, т) | idis ° 
对 (у„т)єГ 几乎 处 处 成 立 。 因 此 
Г К.-к} = 0, 
| AE Reel 
BH 
[rn 2; Ri-t+| = |Г|, 
k 
因而 有 


(1— gri |Ё| > [ + 二 (1 一 a) |\Г|. 


当 卫 的 最 大 高 度 超 过 IT|/16 br, К, 中 至 少 有 一 长 方 体 其 顶 
面 为 上 一 040， 密度 > x， 宽 度 之 1TH 1/4， И (7) АЯ. BH 


|| > [1+2 a-~ ZU- n) |1 
> (1+ «уг. 


9| 理 证 毕 ， 
现在 可 以 证 明 密 度 定 理 ( 定 理 1) T. | 
证 在 定理 1 的 假设 (5) 中 ,不 失 一 般 福 可 令 R = 1 + 08, 


Жө = Oln, rh Iul 一 (1 十 DL 因而 и> 
S< 0 几乎 处 处 于 Кө, 入 
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|( (Сх, z) € K,(0, — 20 一 0) ибх, t) 之 1}| 
_ L 8 
Z= PIK,rol 2 | Kil 之 2 | Kil. 


XKR Scs аА, 否则 做 变换 u= e Blu, 

Н Г=К,(0,—26 — ®)N {u > 1}, F = K,(0, —20 — 0) 
人 iw 之 C}， 其 中 C 是 引 理 3 中 的 常数 。 则 应 用 引 理 3 知 T 与 了 
满足 5| 理 5 的 条 件 式 子 (6). w 5 ^l. D MU 


或 者 是 后 一 情况 : 存在 Kx(x*, 0) 满足 (7)。 对 前 一 情况 再 取 
Г = K,(0, —28 — 0)N {u > C), 
Ѓ = K,(0, —20 — ON {u zm C). | 
一 般 地 , 当 后 一 情况 未 发 生 时 , 取 
Г = K,(0, —20 — 60) Y {u > ch, 
P-K(0,—28—08)0(u2C*), £—1,2,:--, 
由 此 导出 


时 总 会 出 现 第 二 情况 , 即 存 在 满足 
2 у l—a 
1 < А < log ? os 十 T g 及 К=(х%,0)СК,, 
使 
R> 1 L iK (0, —20 — P) N {u > съ 1 (т!к!) | 
g|Kx( 32, 0)| < |К„(4°„0)[{# z Ct} 
< К р(а°, 0) Пік 之 C;j| 2 
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^ ae 


log & / log(1+ 177 


ке o-(£) 


9° 


应 用 引 理 4 得 ,于 keale) X = 0 Е, em C.B 


2 
T1582 中 取 T,= —0 — 0/2, Т, = 0, 
X, = min 2", Р, X, = X,/2, x! == x°, 


x X Q, 中 的 任 一 点 ,应 用 引 理 2 得 : 


定理 1 证 毕 。 


$3 可 测 系数 线性 抛物 方程 解 
的 Harnack 不 等 式 


密度 定理 有 若干 应 用 ,分 述 如 下 . 
定理 6 ОЮК 中 的 有 界 区 域 , Q= O x (0, T]. TO 
中 ,可 测 系数 算 子 


s д! 5 Ə 
aala 1) Ox,O x; ex, 1) Ох; 
ð 
十 - ° D ë ë p 
c(x, t) ; 


满足 _ 
iE < Dass < A, VEeR', 0<1< A< оо, 
(2:52): A, lel ^, V(x,1)€Q. 
чю godes, SE? 的 条 件 可 能 不 满足 ,证 明 要 稍 作 修改 ， 由 〈zo, 一 2 — 0) 
$j (x3, 0) F 205X( 一 20 ~ 02, 0) 内 总 可 引 z 为 增加 的 一 条 曲线 ,此 曲线 于 
- (К+ 08 <: < - l ks(0 < k < £ (20 + 0*)) 内 改 为 折线 妥 ， 对 每 
折线 段 应 用 引 理 2. 
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HET 1BFS23 8. REFE me (0, 1) 使 


设 e€ W (O) Н #>0,‚ Sfu =. 0 几乎 处 处 于 О. Дра 
(x, t), (x°, 2) € O, = Q; X [8, Т], 
О, = {rid(r, 80) > 8), H T > 2 > г + n(n > 0) 


时 有 : 
u( x^, 1) 22 Cult, 1), 


C 为 仅 依赖 于 n, А, А, 5, n diam О WERK. 
证 LZK Q x [n 一 a, T] 部 分 。 不 失 一 般 性 可 令 
x = 0, 10, 6 = 2, Wm K,c 0. 
如 果 wu(0,0) = 0， 则 定理 显然 成 立 ， 故 可 设 x(0, 0) 0, 
Ет FERE. РАЖ 
#(К)==н(0,0)(1— R)” — 2max uw = 0 


K р(0 0) 


T 0 R< 1 的 最 大 根 记 为 K. НТ 200) < 0, 2(1— 0) 一 
+оо, HRKI R ЕН, 且 0 < R,< 1, 记 max и = 
к,00,0 


u(x^, r). H+ K a gn, P ) Kass a(0, 0), EUH: 
sup ç us > u(0, »(1 — EX 


RO Ra И y 
“= 27 8 (x°, 49). 
ЭПЖ ЖАМ: 


Karal, т) N m 


2""a«y(x.,)—u _ > jl 
(27^! — 1/2)«u(x*, n) 
= ді Ка волі э 
则 应 用 51 理 4 得 : 
2” u(x P) — y 
(277! — 1/2)u( x^, £) 
E. (x, 1) = (X, 0) 代 人 得 : 
2"! 一 1 
291 — 1/2 


=> 1 — C(1 — a)’, 


О 
Bo куу SUE) 


= 1] — C(1 一 н), 
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| Ка Ra, 6) ñ ea > 中 


< £^ | K c ga | ? 


Вр 
u(x, 1) — 1 
КУС P) f ES n) ` < H| < w| Ka-ryl 9 
Karale, £) n | D "Is j|» (1— fs) | Ko nl. 
由 此 应 用 密度 定理 1 48. 


2u(x, 2 
u(x, 1?) Ва Rg)/4 TCU 
= ОН, {х[4(х,022) < 1}CQ, 应 用 引 理 2 .x! uu ү0, 
T == D, X, = (1 一 R.)/4, х? 一 х, Т. = АР X, == 1, k == (4/3) 
diam Q 得 ， 


= y > 0. 


— C, . 
u(x!,) > C (=) inf 7 


Ba Ro) ді xx {f=} 


Т. u(0, 0)(1 一 К,ус 


4С,+1 


其 中 < 与 C, 均 依 赖 于 л. 预先 取 定 m = C, 则 有 : 
u(x’, t?) dm C zu (0,0), 


Harnack 不 等 式 oa 要 人， 参见 定理 1 
证 明 中 的 页 未 注 ， | 


— C3 
之 cr ul, 0) (89) = 
2 4 


54 拟 线 性 抛物 方程 解 的 Halder 条 件 估计 


由 密度 定理 可 推导 解 满足 Holder 条 件 . 不 仅 是 解 满足 具 可 
测 系数 线性 抛物 方程 ， 旦 解 满足 具 自 然 结构 条 件 的 拟 线 性 抛物 方 
EJ. 
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定理 7 0 为 R" 中 的 有 界 区 域 , О = 0 x (0,T].x6 W \„ 
(0) 几乎 处 处 满足 可 测 系 数 方程 
Ха,(х, t, и, Юи)и„,„, + OCX, t, u, Du) — u, = 0, 
其 中 Du == (u, to иу), 
|2(х, 2,2, p)| So pl tor, lp! + b,(z,2)]z] + е(х.?), 
| AEPS Уа S ДЕ), VEE К", 0 <212<=< A< оо, 
bo 为 常数 ， b, € L***9(0), Dis gE L"*'(Q). 

则 当 “于 2 为 有 界 |u| < M 时 ,于 8 的 抛物 内 闭 区 域 中 有 : 
Jul, P) — u(2,2)| < Cea i H | |)", 
C,a[X 5 n, А, A, diam Q, M, b, lilio, 1221.9» 
lgllz+rxko， 及 抛物 内 闭 区 域 与 9*0(0*0 是 2 的 抛物 边界 ) 的 距离 

AR. 

对 于 线性 方程 ,M 可 用 其 它 已 知 量 估计 ,因而 这 情况 下 Holder 
指数 、 系 数 均 与 M 无 天 . 

证 于 2 的 地 物 内 闭 区 域 中 任意 取 定 一 点 (xz I). TE Каба", 
1)CO 5 Kral, 6). id 


max u= u, == u(x, 1), 
Kg, GO E) | 


min y = и = u(x^, Ë), ui + t _ 

. Кр, Г) | 

不 失 一 般 性 可 设 
KG 0) € Kela’, du m) > = IKal, 


否则 用 一 x 代替 w 就 可 做 到 这 后 ， 记 
Krl, 0) x ü < ny = Кк, 


г’, 


则 
| ICT t) € Kyu < uo} | 
> > \К»| — 1605) x (P — 22/4, 09) | 


= IK.| > 11.1, 


1 
4 
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Tie 


做 函数 蔡 换 
0 == 35 [exp |t — 4)| — it, 
方程 化 为 


2440 xis; 一 25 ехр Б vá (u 一 “| 249,9, 
十 ехр É (u 一 2] b ls, t, Ks 


exp |- = (u 一 m)| Dv| — y, = 0, 


id 
L о == 2:8 ij s;s; — Ur 
我 们 有 : 
2b, , bi 
> 一 —— (u — um) |( 21 ‚ 
Lv exp | "AL «bM +e) 


之 —K(b + b, + g), 
REKI bn 1, M HX. 


今 证 当 Osc и 2 RED ru R 8 NIB AA 
R/ 


max и 2» [ + (+) 35 exo | 25 (“= 一 «) | 一 ц, (10) 


其 中 (1/4) REDUX Ke 的 密度 定理 中 的 常数 YE) =, WE 
(10) KRY, ДІ 
2b,v 


S dre QOO eI 
F Rr B 020, Кбе, DeRslo 21 m Ral 


_ 2b K (b: + b, + g) 


О еә 


' a я . .mm [ши = k. | 
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对 w 要 应 用 密度 定理 ， 密 度 定理 的 条 件 除 "я < 0 外 均 满 足 ， 
我 们 来 验证 在 证 明 密 度 定理 成 立时 所 用 到 的 引 理 2， 引 理 2 5 
理 3 当 R 小 时 在 现在 的 情况 下 均 成 立 ， 由 此 导出 密度 定理 在 现在 


的 情况 下 成 立 . M 4 < < ан, 引 理 2 的 证 明 稍 改变 
X: 


m aM 
U | х2 1х2 = (1 — I) A" 
4 


_ KR?» 十 b, 十 gllrzs+uo， 
Ran+D1 


疏 当 民 小 时 ,5| 理 2 成立， 引 理 2 ， 引 理 3 的 证 法 类 似 , 因 此 有 


1 
Ww | rt kp albh = Y (+) 


= R < R, 时 成 立 ,特别 有 : 
1 | Ү( 1/4) 


1 + (1/4) I+ 7(1/4) 
得 出 矛盾 。 因 而 (10) 成 立 ， 

使 (10) 左 端 取 到 max BS «iX из, lú 

. Us 


aTh aml to, W| c > 0. 
6, — tt. 


要 估计 sa 的 下 界 , 由 


exp | (1 + o) 2 一 b Cu. — 2] — 1 > 1 +(+) 
。 exo " (и, — “| 一 13 


exp Е 一 2] == | + к, 


wlx, 1) = 1 一 = (1/4), 


则 


K 


1+r(+)< LETTI e o) + в) 
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< (1 + o)exp | 


log [ + ‚(| < log (1 + 0) + -一 "一 ^ M с < 十 SM y, 


— rh 


4b,M a| 
1 » 


уыш жэш 
1 + 42,М /1 


HORS R< R, 及 osc u > RED ff, 


Кюл 


OSC ай Z= osc u >m — m m (1 + T Gn — m) 


Kp Кр ^ 
- (1 T с) OSC HW, 
25 Kra 
因此 得 到 , 当 R < R, 时 有 : 
osc < osc u RYGSD, 


Kg | 十 KR 
2 


由 此 式 按 常用 的 方法 得 到 , x 在 8 的 抛物 内 闭 区 域 中 满足 Holder 
条 件 . 定理 证 毕 . 
“ 在 整个 区 域 @ 中 满足 Holder 条 件 的 情况 俊 后 讨论 ， 


S5 ” 拟 线性 抛物 方程 组 解 的 H6lder 条 件 估计 


о=0х(0, T] 中 二 点 Р(х, t), PC, 0). 的 抛物 距离 


记 为 
d(P,, Pi) 一 (| 和 一 和 十 | 一 二 
t£ Q 中 芳 察 线性 抛物 算 子 组 
= Salla. D... BOA 
S 2а: 5 t) PER T 2,5, M 


0, 
+ с‘ (х, t) 一 Z, (1 <! < N), 
i 


° 200 * 


满足 条 件 
AE «& Salt; < AlE)’, VEE R^, 0—A xA < co, 
2011 SKa Jel <К,, У(х, 1) 60, 1l «in, 1<1=< N. 
id 44 max (a, 0), а. == min (a, 0). 
定理 8 ib ceWbu(o), sup || < Ma fie CICR), f; 9 
TR, £u 2 —К, 于 @ 几乎 处 处 (1</< N) BRETA 
JY re(0, 1], 8>0 使 YP, P, e O, B 
4d(P,, P,) < ds s, = min {4(Р,, д*О), d(P,, Ә*О)} 
(0*0 为 的 抛物 边界 ) A: 
б 之 [}:Си(Р,)) 一 大 (xi(PD)]+ + 21 [fi(ui(P;)) 
i 


— fi(u(0))1- < К›арур,@ (Pi, Р,), 
ДІ] VP,, P, € Q Ж: 
^ luil P1) 一 u, (Pi)! 


l 


< Mdh d'(P,, P3) (к, 十 > sup p 


其 中 8 = min {oo, Y], == o, (N. n, А, A, 8)€(0, 1), M 
hw) =w 时 , М УЖАТ М, n, 1, A. 5, y; 24 fi 9 TB UR, 
M 还 再 依赖 于 M, E fi T [—M,, M] 中 的 正 上 、 下 界 . 

WE 对 fh 应 用 中 值 定理 再 变更 兽 数 6 5 Ki, 就 化 归 特 殊 人 情况 
fie) == z(1 二 1 和 NN)， 因 此 仅 需 就 这 一 特殊 情况 进行 证 明 。 又 可 
设 一 3K, < c'(x, z) < —K,, (9, — с)ш 之 0， 否则 可 令 
| —2K ш: K, 

u, = e KA (o + M + 3 
iu gx vi B[ HJ. 

ЕЕ л (20,0) 60, Wt On(x.,7)cCO, dOr (2°, 0), 
0*Q) ZAR, V RSR. 为 记号 简略 起 见 把 (办 2) 移 到 原点 . 
id 

sup u(x, t) = M (R), inf mlx, 1) = m (R), 
Ok o Q 


° 201 ° 


ad 


M (R)— mi( R) = o(R), 


> 2 
Og = B, X a< < 6, 


r= {Cx, € Oslo, z) < (1 — 8)M, (2 E) en, (Е). 
其 中 se(0,1) 为 待定 常数 。 
A= li |\г\ > dul]. B= {1,25 NINA, 


Vle A 有 : MR) – а Z0, Z,(M (R) — u) < 0, 


„| МСЕ) шщ  _ 
(e 0 € On M,(R) 一 9 — s)M ,(R/2) + sm(R/2)] 


>1} B > 十 
由 密度 定理 1 得 到 ,存在 常数 n € m 1) 使 当 (x, z)€ Ор, 时 ， 


M,(R)— u Z nM (R) — [(1 — s)M (R/2) 
+ emi( R/2)]}, 


Ып 
M (R) — MiCR/2) Z 1 M(R) — [(1 — s)M (R/2) 
+ em( R/2)]}, 
即 
(i — n)M.(R) > (1 — n)M ,(R/2) + erot( RI2), 
两 端 添 加 一 (1 —n)m (R) 并 注意 到 m,( R ) < m(R/2) 得 : 
(1 — n)o (R) 2 (1 — n + &x)o( R/2), 
PI 


1 


eCRI2) < - -一 一 ol(R)， Vi€ A, (11) 
十 £5 


又 | SN U |> 


“Ев 


Dei > 0, 因而 存在 Pe AN Un 


ui(Po) 2 (1 — 8)MICR/2) + sm(R/2), VI€ B, (12) 
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国定 7€ B, W Pe Qus 使 a(Ë)= m(R/2). H ЁШ Ж 
ФЕ (fi(#) =: 的 情况 ) 得 : 


К.К, 4' (Р,, Р) = 8[ ui( P,) 一 ui( Ё)]+ + У} [wi(P,) 


imi 


— ul P)].., (13) 
分 别 估计 上 式 右边 两 项 . 由 (12) 及 5 的 定义 得 : 
uP) — (P) Z (1 — e)M(R/2) 
+ gmi( RÍ2) — m ( R/ 2) 
= (1 — Е)0(К/2), 
其 次 当 1€ B 时 有 : 
um(P) — u( P) 2 (1 — e)M (R/2) + em(R/2) 
— Mi(R/2) Z —go, (R /2), 
M 1€ A 时 显然 有 
uu(P) — u(P) 2 m(R) — M (R) = —ю(Ё), 
这 些 式 子 代入 (13) 得 : 
K;RirRr >> 6(1 — в)ю(Е/2)—в У o (R /2) 


i €B 


一 > o R), 


¿CA 
对 le В 求 和 ,得 到 
МК," R" > [8(1— в) — №] Po(R/2)—N Š) o,( R) 


ГЕВ іє A 


WÈ s {E 8(1 一 в) 一 Ne = 5/2， 上 式 成 为 
> e(R/2) < 21 >) o(R) + TK RSR, 
¿€ 


pu 


这 式 子 结 合 (11) 得 
3 al RÍ[2) < ( = + 24 е) > o ( R ) 


lw=1 + ЕУ гея 
+ Z3 BK RR" + (1—6) 9 (R), 


¿€ B 
其 中 064 (0, 1) т. ШЕ 
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1—1 + 200219 
I — n + ЕУ 6 


成 立 , 即 " 
214 ___Ёп___ 
dm Nei) l — n + Eer’ 
因此 
У} o(R/2)< ñ > o (R) + KRYR, 
jmt [з= 1 
其 中 
2N 
 l—n tN К» °T 
m 1 — n + 87? 
Б B т, = r 当 ЕЛ М, Шт EL 
Lti da 
2 
У) a (R) + S 5 Ri R^ = ФС), 
[<i 
我 们 得 到 
Ф(К/2) < #Ф(К) = 2 0(R), 


其 中 8 一 dog 工 / log 2， 由 上 式 得 : 
1 (EJ ot), VR < К,, 


ФК) < " 
Н 
У? o,( R ) < 1 ResRe | 25 =. - + У (Е, |, 
n 1 一 1 =1 


由 于 (х, 0) 为 2 内 任意 点 ， 定理 得 证 
定理 9 iz € W; (QO) (1 < I< N), 0 = Q x (0, T], 
g (1 < i < n) 是 定义 于 0 中 的 函数 ,满足 


ЕС 一 ^ Ejus < К, ( + > «ds; 9 S Ж. o € (0, 1), 
іж 1 ы I 
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一 一 ah 


> < К,(1 + > й), 
ы 
其 中 


ð 
L = Уа (хуг) — 
2a {+ r) Ox;Ox; 


AEPS Daki << А|Е|!,‚ vee R”, 0< ¿=< À < оо 
12 S K, lel SK., 
则 存在 常数 8€ (0,1) E M > 0 使 YP, P,e 0 有 


N 
У} 14(Р,) — «КР,)| < Mdz5 as (P,, Pi), 


I=1 


НЕХТ о, л, A, N; M 仅 依 赖 于 n, 4, A, N, a, Ki, K, È 
sup |а| = [vj]; (1</<М), 
注 ” 定 理 中 о <1 的 限制 是 实质 福 的 ， 因 为 a 一 1 时 定理 
的 结论 不 能 成 立 ， 这 可 由 E. Heinz 的 下 述 例子 知道 ， 


2 2 
Wu H yx =" uui, + tz) 


| 8 8 
b; э 一 9 — э 
+ bx ун + с(х, 1) 5: 


Uu — Urra ats F Uis) 
NE u == cos mx, m= sin mx, Vm € R. HT m ЖЖ, IN 
此 xz w; ОҢОЛ HX 3k Hi'der 估计 不 成 立 . 


N 
证 vm exp na + o 22 uhl, m о 298852 198698 HI 
m=i 
~ = с + nL и, — CHI 十 20 um( L tm — Cum) 
i 
+ 202. neas 十 Ха: (пх, + 20 2 Umume) 
* (guis; 十 2082 шын) 
之 c(l — NU — 20и?) + 2 g; (nuiz, + 202 sti ms,) 
— Kily + 26X Is D(1 + У) uis) + 201E uze, 
ы 


+ 12, nus, + 208 2 sms) 
2 201 Dus, — " Xi] — Kn + 205, | и, |) 


e 205 ° 


° t + 3200] + c(1 — nu, — 202,95), 


应 用 g: 满足 的 不 等 式 ,并 令 o 一 22 得 : 


1, > 72 Xiu h SK E ) 
U: 24 


(14 9) uu) d 1— па MX) >—с, 
| и+ E us nr m x 
C IX 5 n, М, А, Kis Kis 1. C, mar [ш Jo AX. 
不 失 一 般 性 可 令 
У! u(x,:) = 0, V(x,0€90, (14) 


i=! 


否则 取 амы 一 一 wx (1 < К< N), MA {н} RE un. 
于 定理 8 中 取 flw) = loge (1=< 1 =< N) 得: 
= ó> [ log s,(P,) — log vj( P.) ]. + XI log vi P;) — log vi(P,) ]_ 
< {no [uw (P,) — «(Р,) Je + №, | eL CP)) — u, (Р) 
+ {nDl uP) — z(P,)]_- + Мох \и,(Р,) — m (P,)] ) 
< SnD lul Pi) — и(Р,)] + n2;[u(P,) — uP) 1 
+ 2(8 + 1)No max [uw] 25 iC P5) — (Ру)! 


= 189 + 2(8 + 1) № max [za], 2o uP) 一 uj ( P) la 
+ {n — 2C + 1)No max [uJo} Zo [4 (P2) — u (P,)]-, 
B ó EATA, P|) 


2NK; 
n 一 12 max [vi], 


ANK; 
12 


n + max [uh 


当选 7 很 大 使 上 式 右 端 为 正 时 ，6 > 0, MÄ (14) 得 : 
I < 0. 


因此 定理 8 的 条 件 满足 , 即 存 在 正常 数 M 与 pe (0, 1) 使 
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le (P,) — vi(P,)| < Ма:Ь4#(Р,, P), 1<1< м. 
因而 
n | (P,) — и(Р,)| — 20 max [45m 1:22 lu, (P1) — и„(Р,)| 
< M jd pie d^ (P,, Р,), 
对 1 相 加 得 : 
(я 一 Y max Lum],) 2,|“(P,) — mlP,)| 


4 
< M ds» d*(P,, P,), 


取 om 1 + LY max [wm],。 定 理 得 证 . 


有 待 研究 的 问题 是 对 虹 化 抛物 型 方程 能 否 建立 适当 的 密度 定 
理 ? 
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ЖЫ Cemer E phe con AE al lm orar qul erc aono a- ТЕ с er nt. ri re a -a ` 


第 九 侍 ”完全 非 线 性 抛物 型 方程 


设 0 为 Rr 中 的 有 界 区 域 ，9 = Ç x (0, Т], WAK Р(х, 
ts z, р, r) ЖУТ S= Q x R x R^ x $°, Eh $^ ЖЖ» 
КЊ, 465—706 € R。 本 章 讨 论 完全 非 线 性 抛物 方程 

u, — F(x, t, u, Du, Du) = 0, (1) 
UL SUBE Ra {д 016) ЗЕЕВА E 2 F F 3 — 5 fe IRURE 79 


存在 ,唯一 外 1 NI 
ы | o* g P» (2) 


?于 0 9 上 为 已 给 函数 . 0*0 790 0 АШИ, 
Ə*O = ðQ х [0, T]U Q x {; = 0}, 
对 五 的 详细 假设 将 逐步 给 出 。 先 谈 一 下 大 致 的 假设 : 
(1) FSI, F X z, z, p, r 二 次 连续 可 微 , 对 z 一 次 连续 可 
WE ra= ruli = 1,2,17), 
(ii) 存在 常数 1, 4 满足 0 2< 和 4 一 oo 使 于 3 有: 


Me X - ual veeR. 
ij | 


(i) FA T3ER r 5), 


OF А 
>, ———; mu < 0, Ул; € $^, 
Or ;;Or ы 


(iv) F W8 AE НҢ A ЕДЕ}. 

完全 非 线性 方程 的 背景 是 Bellman 方程 F(x, 1, и, ш, u;)— 
sup [ 23244 (c )uj;jH- 245;(0) uj + с(о)и + (o ,x)] = 0 £j Monge- 
Ampere 方程 F = det (usx) Fx, t, и, и,,) == 0. 但 Bellman 
JEFA., Monge Ampere JEL БЛА, PA 
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| EET Eon а клн OPI В cR 


ERRI EXE RSS SEIL E EER IRH. IRE d с 
另 作 讨论 ， 


S1 解 z 的 有 界 估计 与 Du 的 内 估计 


先导 出 (1), (2) 的 解 < 的 有 界 估计 . | 
定理 1 ШТУ УО E > 0, VEER, B 
uF(x, t, u, 0, 0)< ми + m, Vrst, u € O X R 


EX, M.» 其 中 His ш ЕЖ, u € C*"(Q)f) C(Q) 为 (1), (2) 的 
解 , 则 有 


1/2 
max |u| < < inf SG T max [ P ) , | = Ме, 
б À — р ә*0 ^ 


证 (1) 写成 
— 240 jjtls is; = F(x, f, u, Du, 0), 


其 中 


1 
gj; = J oF (x, t, u, Du, rD'u)dr, 
0 От; 


再 令 u= ey (常数 1 > ш), T Q 中 考察 v :的 最 大 值 , 就 得 到 
定理 中 的 估计 式 ， 证 毕 i 
Lul; = ыр di | D: “(Р)|, | - 

. ++ “ta — i 7 
[z]， = sup УАШ |D: P Diap, 1, 

0 < 8 < 1, | t 

其 中 dp = 4(Р, 8*0), dp 1Р, = тіп (dp, dp, ), 当 Р; UA (=, i) 
(421,2) 时 , 4(P,, P) = [| — m]: + i — |]⁄2, š k = 
0 ў, [eloj [ж ы+в WURI [wl [wjire. 

定理 2 设 w 是 (1) 于 0 的 解 且 sup |а| < M, 又 设 F 满 足 
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Цер zi ss < alel, vec Re, 


V(x, i, 2, P, r) € S; 

‘R(x, 1, 2, Pa O)| & a(l + lel), 

V(x, 1,2, р) Ох [—M,M,] x R", 
则 存在 常数 8€(0,1) 5 M,> 0 使 

[u], < M ,, 
Яе, Me ХКТ n, 1, A, а, M, 与 diam Q. 
证 把 (1) E79 
2,8 js is; 十 F(x, 1, и, Du, 0) — и, = 0, 


Am 
"t OF 
g;; == J ( x, la H, Du, tD'u)dr, 
о Or ji; 
因此 令 
F(x, 1, u, Du, 0) 
ucc Ee auiem, 

则 有 


F(x, t, u, Du, 0) 

1 十 1Da ? 
应 用 前 一 章 定理 9 得 到 ,存在 pe(0,1)，C>>0 使 

|#(Р,) — «(Р,)| < Cdp, d" (P., P.) 

成 立 。 定 理 证 毕 . 

册 考 察 D. 的 内 估计 ， 

定理 3 it D.4€C"(0), и 8 (1) TORUM B [ul < Mos 
[z], < Ma ХЕ WE 


1|š |? < xc ЕЕ, A|š|2, Vë e€ Rs 
7 


Хаи, — HB, 77 риу, = — 


IF] |Р, + |F,|(1 + |p|)+ |F,|(1 рр) 
< all + |P + ir), 
HII 
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| [z], < C, 
CRT n, А, Л, ш, Mi, 8, М, К diam О, 

证 ја [wn M. Ж M <œ, FUARA HKR 
0.C9 代替 0 进行 证 明 ,再 令 s 一 0. 当 M <2YV2 W, 定理 已 
得 证 ， 现 设 M >W 2, 


存在 点 PE, e Q E M < 2|D.u(P)| < M, B 
< ID. (P)I < M 
WEEK О, (P). VP € 0, (P) 有 : 
a— 2 < a, < 4, + V2 ©, 


HTM >2⁄ 2, ака кё: 
一 - l p < dp < 3 dp, 
2 2 


且 附 带 地 有 


О, ,u(P)C0, |D.u( P)| < M < M 
dp dp 


Р 0, 0, (Ë) 中 考察 函数 
e (z 1) = n? (xz, 7| Diu? ta » A Da x.t ) = «(Р)]?, 
фа OS BGEIENPIG збх, 0 0 0, (P) 中 的 截断 函数 于 


9, О?) 中 满足 
0s х(х,!)1, (P) =1, Е ме 0, 


< s «cM < с м? 


设 " 于 Р", NE LA CP). 处 取 到 最 大 值 , 则 


л < Dul P)l = (Р) < e(P;) == (Ра) р,и(Р,) | 
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: meas om 0t 
m h tme e i m —— а 
"MEME 


+ а м lul P9) — ul P) < (С Po) | Dou P) |^ 


了 


. «4 AB 
+a M mi (2) . 


d. M^ 

区 别 下 列 两 种 情况 ， 
‚(ү > L 
fif aM (2) = 8° 


这 情况 下 ，M < (8cM6) ”dp 


情况 2.aM3 м) < L, 


这 情况 下 ,= < < (Ро) 1р.ш(Р5) |: gy GO): 4 过, 因而 


jj 
(Po) >. MEE Р.Ж 80, E. 


考察 抛物 算 子 | 
Lv = X SF У Ё — vy, 


| Өт б! ӘР; ' 
则 在 Po 点 有 
0 > Zç = |D;#|2 (т) + 16 (1р,и|?) 
ОЕ 2 M? 
十 2>， дг, (1*).,( Du | Jz; + "a 


. Lu — «(P)]g u + 2a M. y; 9F_ дЕ Ux itle 1s 
d. От; 


j 


б! — [zo on. + E ӘР 00. — оо] 


< C,(1 + |p + ||), 
S (1D,ul?) == 25 u, и, + 2 xc “sassa 


ОЕ dF 
x = — r;x; jx + — x; Jx, ——— 
PZN |2z- (gno, T 2 
дЕ ОЕ 
мса — ty + 
la: “= дх, 
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< С,(1+ |р|)(1+ Ip? + dri). 
| BF OF _ 
| eZ ul === Er Их; 十 之 Bp “ч F 
« C,(1 + |p]: + |r|). 
由 上 面 诸 不 等 式 并 结合 r (Ро) > 2 48; 


OF 
Or í; 


aÀ j| А 2 M° 5] 
2 РІ 16 | | < ар 


OF 
xg + 22252 ги Ит рх:бхух у 
š] 


< IDs g (z?) | + 20| Xi ns, 


+2 |52 QU) DP), + 2а E Па — «(Б)1 «| 


<ç CO + PPA + |p]? 17D 
+ CaMelp a + lel + irl) 
< C, |p|* + T Ir?| + CaM s| PV CL PM + dn), 


这 里 应 用 了 |p| >1, S pl < 1 时 ，M < 8 必 ， 定 理 已 得 证 . 
因此 有 
aÀ 4 A 2 一 4 2 
(2 — e) Plt + È Ir P< Сом Ре Uel + 17109), 


l 2C; 1, 
一 <-6 二 二 
B acr + үс 
M? < | p < (Ma) 
84 < 1 ° 
综合 情况 1, 21%: 
== 一 -一 : ` 1⁄B 
M < max CIE в, мз (22м) Hd», 
定理 证 毕 。 
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2 二 阶 微 商 的 内 有 界 估计 


在 作 二 阶 微 商 的 估计 之 前 , 先 作 Dau 的 Се 内 估计 . 
定理 4 设 * 是 (1) 于 8 的 解 。 Du€ CO), lu] < M. 
[a] < M, ВЕЖЕ 
EP < Xi ZI ete AE T s, vie R°. 


IF| + [F| + |F,| + |Р„| < wll irj) 
于 
Q X [—M, Mi] x (p| < M X $°, 
则 存在 pe (0,1), C > 0 使 
[ujirs < С, 
8, C W IKEA T n, 4, A, m E diam Q, 
证 < s = u, (1 < K< 5), id 
OF 89 0 


S = —, 
à yes Or; Ox;Ox, Ôt 
(1) 关于 x, 求 微 商 得 ; 
ӘЕ OF 
Z +> 5 ; ntn TT Os ^ On 


xig — 9E m g, WE 
Or; 


Ig vr — Уво, | < С (1 + У Dril), <<, 


{= 1 


S< c (1 + X Dait). 


і == 1 


定理 的 结论 由 前 一 章 定理 9 导出 ， 
BRE Ош 的 上 估计 .3 引入 方 向 微 商 记号 


Ug) 77 У) U x ie ip 
im} 
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er ra u r ms 15° 


# i 
tay = У! Hoz S; 一 > ur Ë iSi. | 


{= 1 TRES 


定理 5 设 x 是 (1) 于 0 的 解 ， Diu€ C(O), [w], < Му, 
[u], Mi [u] & Mio, B.F 满足 定理 4 的 庄 条 件 。 再 设 
V(x, t, u, b. r) EQ X [—Mo, Mal X {lpl < M.) X $°, 
VE = (Z, #, Wis 0) Є R"' x $” 


有 
Fx < m (1 + D lal) QE 109 
+( + > 121 ia + [ra >11) 
аа +1 + D a |X lèst} 
则 | m 


sup {dp max Luga P)l4) < € 
CHRT n, А, А, Ёз» 45 Mo, M |, M s. В 与 diam О, 
+1 4 == s == 6 = &,= 0 Rf, Ру < 0 就 是 
F 关 于? 为 山 的 条 件 , 
注 2 marmon 是 矩阵 (ss) 的 最 大 特征 值 
证 id 
P do {4 max [exo CP)14] — M, 
要 估计 M. uj 24/5 < M < о, ЮМ 
max [uxa Р) 1+ = We ugal P ), 
则 存在 P(x,5)e0 使 


M M 
< max Р) <: 
2d mexa ) "L 


于 柱 体 0, (P) 中 考察 函数 


2 | — 
5» [max upal + o М. и — Р,«(Р)|?, 
TAE ds 
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a 为 待定 常数 ,人 为 截断 图 数 。9 满足 的 条 件 与 定理 3 中 -- 样 . 当 
ERF Роба, )є0, „(Р) 处 取 到 最 大 值 时 ,区 分 两 情况 . 


情况 1. 于 Po 点 olDsn 一 DC P) > =, ЖЯ 


< (SaM1,4) a, 
情况 2. 于 Pu 点 &|0,и — Dul P) < --。 这 情况 下 


M [max “ PS mn 16M" 
84] = д (EX 7 2} 


因此 
">—-, P€ Qa (Р). 

由 于 二 重 最 大 值 考察 不 方便 ,要 化 为 单 重 最 大 值 来 考察 .首先 ， 
它 是 vulpe + Kusa T 9, (P) x (lel 
1) 上 的 wexe 20 的 最 大 信 . . 

— [R — унсур] + тиу F a ^ Ои — D,u( P)|? 
T Qa) X (|£| = 1) X {0< R < +оо} 的 最 大 值 。 因 而 
又 是 x 

v(x, 1, Ë) = 2лйву — |£ |* + a Dan — D,u( P)|? 
T Qu. (P) x К" 的 最 大 全 e (z, P, E), 

取 到 最 大 值 的 条 件 是 SE — 0, or 
0 及 下 面 的 半 负 定 条 件 . 

H r3 一 0 导出 


=0 (1<і< а), а 
i 


|&°|* = n( P.) max qay (P.), 因而 |#°| < » 
半 负 定 条 件 是 
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F` О | 
| > (e... wx, + "DIETS + "EP < 0, Vi, Ë, € №". 


由 此 消去 E AAR ZAA FERR. HER e > oM 
>[u, 8 z ; | 十 202,886; + (о 一 DAIRA < Ü 
当 x; EER K " © 0 时 成 立 ， 上 式 取 到 最 小 ,必然 是 
vajeti = (681; — ога), l< i< n, 


代 人 上 式 得 : 
2j | t x; xj + > Vs; £0; -= TO xx; < Ü 
ku 


zf 


当 ж € Rs, || 5=0 时 成 立 。 由 上 面 几 个 式 子 得 到 , 当 我 们 记 
_ дЕ OP, 
Lv > ðr; Üxix; + >> Әр, $ x; Vs 
则 于 (x^, P, E^) EU: 
< о + `; I PA CIN — VE) Vejt < 0, 


і] 


现 算出 上 式 左 边 诸 项 并 进行 估计 。. 
L о == 215 иу) + 2й вур L n 十 4 之 ， OF 


97, 1x ;fícecox 
2 _ 2 
+ 2а М ууга, — ua (P)]SZu;, + 223- 
dy d) 
OF 
° 2,——- Ихьх;Ихьх}э 
дг;; к 
~ OF g F 
L uao 一 ar, Әх 十 >= шеф — PTE 
dF OF on 
— = rzi 十 ; tn + — ug + Ес == F 
ДЕ Dp" 6) DES СӘ 9; (Ë) (5 GE 
d'F OF OF 
== x + = + — u + F 
y 之 -一 一 0», Ux isi (XD E «iex 十 3 - "exo GIGT 
其 中 E 的 (л + 1)? 个 分 量 为 Š, М э Uras Их;х;( » 因此 
OF 
& ug — Be den 一 Fay 2 —C(1 + irf) 
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` =з. онна. а а стс Ьич урга тр а РЫ Ыри У г В а У оферту: ee Te capio 


~ ad (1 + |#|)(1ëF + dul?) + (1 + ||) 
e Dluza 十 [( + jirpel + КОР. 
_ omo Volts И ТАШ 
—С[1+ irli*4- (1 + | р^) [рі |1, 
其 中 jr mM 


Ig «c eae IrDA |< cü + ro, 


SE 


(Lux = D 


<ç C(1 + Iri). 


uz, T 


mz; os; | < с (1 + |r]'2)| О | 


«ca T dri? [рін |. 
IB BE (68, 一 vag) 对 角 化 , 即 知 对 任何 “6e R° 有 : 
{Т(вд„ — vag) E > 16 


3 
Tr(&8,, -一 Фе) 


因此 
OF 
>; — TRACER 一 Veg) | 038) 22 > АУ, КАСС 
Ər;; 
>; | Ux. Tb 
— fun "veut > UE, — ve) 
由 于 
ЕНТ = AELTER + 7 x yx do 
Uk] = 4 (quss; m |£ | “Ok! т 2E,£1), 
改 得 


D vgl 22 81 Раи |? — СО + |r 1°), 
0 < Tr(88,, — veg) = ne + 4[(n + 2)]£]|?2 — nAu] 
<ne + (л + 2)|ë#2 < C r], 5R s= |, |], 
综合 上 述 诸 不 等 式 得 : 
alr1+ + C, REDE 十 \г]?) 
r 


< C,(1 + |r|'”2)| D: + C,(1 + |r[*) 
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e -e PrE ААД a с, 7 4. — MF 
ъ= -o сл. rr 


+ Call + |r P»), 


取 а= С.С, + - + 1， 由 上 式 得 出 1+ | 为 有 界 : |r| < 


Cis 因此 M < Сй, 

两 情况 下 M 均 有 了 估计 ， 定理 证 毕 ， 

再 考察 и, 的 内 估计 ， 

定理 6 5435 (1) FOR, u € C2n(0), Н [uv]; M», 
[a] < M.. F Ж AE Е 4 的 假设 外 ,再 设 
|Е,| < (1 + 1) F Q X [—М»„М»„] X l|p]| < M j) X $r, 
ni 


[н,] © С, 
C X {КЛ T п, А» A, Bas (55 Mas М, 与 diam О, 
证 < [saj]; = М. 不妨 设 M < оо, EIB P f 


р < la CP )| < 一 
于 柱 体 Qal P) 内 考察 函数 
(хы) = w + aÉ Daul, 
dp 
v 于 Р(х, 2) € Qa, (P) 取 到 最 大 值 , 则 


lag < Фр = 3 4ь, 
2 2 


于 Po 点 有 : | 
16M! 
«0 < AT a di ° 
EE и P) < (uic) + PX 


1 2 
< (Р) E 十 UA 


2 
情况 1. ЮМ „м ыр AM «Mis, 
Р 
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тилет, cov Aeon 
NIME V var > ыа. ut Meca ни ANE AI E UU A, a SIR UU SERA PU tI тиран нарин сааны ALT 


情况 2. аМ:М > 则 дАР) 之 pU Pe 9, ‚ (Р), 


d) < эң T 
M? 
us(P,) 之 8 4 * 
令 
~ OF OF 
L u = rixi YT — Ux ? 
7 2 r, РИЧ р" P, 
则 于 P, 点 有 
OF M OF 
232; Ө," + 2а d 之 D “хрх n кл) 


< |,2S# + wg (ш) 2x; E яд Ё (агу, у», 


十 2 M d PETACPSIP 


X 
— qe cM[It ir? Lil 
ubi S a)i + 1р. < с | dp db cL 


OF OF dF 
и; | 22. Их;хи + 25» Ихи 一 EJ 


и 
(и, dt 


— ju (Р F)| < EÉ |Р„Р + Fl CIL (1 + Мр} 
ZG.) m |+ yr ae а + Ir), 

当 r] <1 时 , || < С, sS. irl 之 1 时 ,适当 地 定 出 
常数 a, 由 上 述 诸 不 等 式 结合 可 估 出 |r|, Du] 5M. MER, 

再 作 Diu 的 内 估计 

定理 7 当 定理 5、 定理 6 的 假设 都 成 立时 有 : 

[4]; < C. 

C [X KE n, 1, Л, д, th, us, Му, Mi, Misa, É ы diam Q, 

证 方程 (1) 可 写 为 
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й, — F(x, fx И» Их,» 0) 一 Ха,;и:;=;э (3) 
其 中 | 


а; = | гэ (х, 2, t, и... Tuis) dr, ] 
固定 (x, 0), ERE (wx,xj) 的 特征 值 与 单位 特征 函数 设 为 a, 
(80,555, ED), MU иб <= usaba, uh < 4 (1< ¿< n). 
设 最 小 特征 值 为 &。 当 uh IR 0 时 , 定理 已 为 真 . 当 и < 0 
时 ,把 4 一 > PEIEE 代 人 G), 得 到 : 


и; — P (x, fy Hs Их,» 0) < 9233313 + © < Ag + <, 


ds 4 
由 于 
|] < = |F (x, г, u, Uri» 0)| < C|D;«l + C < PE 
P P 
代 人 上 式 得 ;: _ 
* С 
Аи 之 ED 
故 总 的 有 
det, 1<k< 253 кр < С 
r | — on? < £ < з» СТА и“: 6j — ° 
| ар К = 1 d» 
YE PE IS UE, 


$3 二 阶 微 商 的 Hölder 条 件 内 估计 


要 作出 wx 的 CU 内 估计。 以 О, = Q, x (s, T] RË 
о=0х(0,Т], 为 节 写 简单 ，2。 改 记 为 & (底面 仍 记 为 :一 
0). 

定理 8 设 x 是 (1) 于 QO 的 解 , 且 we C(O), llullan < 
M, ЕЖ 
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Ael < < А|&!,‚ 0ca«A«co, 


eR. (x, t, u, p. r) € S. 
IFl,IDFl,|D'F| m F 0 x |р < M) X {| < Ma} 
则 存在 8€(0,1), C > 0 使 
[z] S C, 
其 中 8, C 仅 依赖 于 n, 2, A, в, М, 与 diam Q. 
证 方程 (1) 对 z шы и, =v ЇЙ: 


ОЕ дЕ дЕ 
Zi 十 он + ОРИ + "T 0, 
BE e ле 8 2 Г Ж *2 Jl 7и. EENAA EXER 
9 得 出 。 证 毕 ， 
为 了 证 明 Die 满足 Holder 条 件 , 需 要 有 正定 对 称 息 阵 分 解 
的 有 关 引 理 ， 


n 维 对 称 和 矩阵 4e 入， 引 人 欧 民 范 数 , 得 到 欧 氏 空间 (不 管 定 
ЕЕЗ) ор, Осал < оо, |а 
[4] = {4e g |A < A<} (1 为 单位 矩阵 )， 
SE 9 存在 正 整数 NM<co,， 常数 m>>0 与 单位 向 量 
yi, Yu € R^, E VA e.or 1А] 可 表 为 
A= 3/2929 о < 8:04) < 


ini 


其 中 N, о, Y... Yu 仅 依赖 于 0,2, Н vy, @v,(1 < i < N) 
张 成 .or 

证 AE IA] 是 .er НАНА, Н АСС 

e 11/2] GD ae [13 的 闭 包 在 .or [4/21 内 部 ), 因 此 存在 一 个 
开 的 凸 多 面体 #* 使 

‚я [A] C C пс, [1/2], 

x 存在 性 如 下 导出 ,i 记 d{ ey [34/41, 9.27 11/21} = 24, > 0, 用 
长 为 d, 的 m 维 坐 标 格子 把 .ex 划分 为 小 正方 本， 小 正方 体 与 
A [31/4] 有 交 扣 的 全 部 项 点 构成 的 蜗 多 面体 记 为 x*、 则 .er [4] 
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СС, [34/4]Cx， 又 由 于 ey 12/2101, WA Ce [1/2], 
x BTE iU A... Ан. 设 Ak EIE TEL ES S Ar ОПЕ [nl 
量 为 л, (42), ¿L (&) (< i= n), | 4/2 < (4) < 2/¿, HF 
A [11 C x, ДИ оо 人 很 小 ,使 做 到 
Z [41 — о »3 > CR) CA)Cx 


Кет] (m1 


再 取 о 更 小 一 些 ,使 再 满足 m+ 二 < 一 


由 于 zx 是 凸 多 面体 , 故 МАЄ .0 111, FE p (1 < k < N.) 
使 p, Z 0, Хр. = 1 及 
A — p 3 >; I ,(k)@1,(k&) = У РА» 
于 是 N. п 
| = У >; [e + pAQG)ZG)GLG). 


R= 1 ёа 1 


HON = Nu, В;ь = ро + p (k), 把 5)jciseasksNw HERA 
ТАЕ nU < :=< N). 
1 


ЊЕН Ié . Z [1], I+ L(L-1i)e68se А1, I 十 一 
2 «À 3 


. 各 — eg % fie 2712] (ej 为 单位 向 量 ). 因 此 oy 
A / 2 / 2 
可 由 .er 12] 张 成 。 故 也 可 由 nOn < ¿< N) 张 成 ， 引 理 得 


HE. 
定理 10 设 * 是 (1) 于 2 的 解 , 且 Daue CHO), иско 
Mi, [w], < Mig, ВЄ (0,1), XR F HEEE 8 的 条 件 及 
Fad < mz? + 14 + EU + (|| + zl 

+ 2;|# 1 )2 (411, 

VË = (Z, #, ш, ш) € $^, 
则 存在 gt€ (0, 1), C > 0 使 

[Ош]„& С, 


| 其 中 a, С 仅 依赖 于 ny à, А, " М,, Мв, В М diam 0, 
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证 不 失 一 般 性 可 设 A4 一 1/4， 对 .wy [4] 由 引 理 9 确定 
N, py 与 Yi" ** y Yu, 令 


М 
V = трус р) + € У М, + “курут p], 
了 一 上 
其 中 e( <1) 为 待定 正 数 ， 则 


OF 
L HENE == — EM Weg — F Exis 
z 


该 式 的 导出 见 定理 5。 因此 
gu, = е: T 2e У? ІМ, + trpern] © tarp 
Н 


+ 2-22 Ё шеретрет рете > —С(1+ |D:sa|) 
jj 
ау |Diucpepl? > —С,„, (1<А% N), 
i 


最 后 不 等 式 的 成 立 ， 是 因为 应 用 引 理 9 的 结论 , ,ey 可 由 .ez [2] 
KRSH, и. (l< i j 过 n) 可 由 uer SE. 
再 由 | 
[F(x, 1, u,D,u, Diu) — ws]p, — [F(z, t, u, Deu, Diu) -— u,] P 
== 0 
E [u] < Mis dulesxo; < M, 得 
| Sasi; [u,,. (Pi) 一 Use (P1)] | < Kdpp d"(P,, Р,), 


其 中 a; WE 
1|š S Хал < ЛЕР, w£ e Rn, 
应 用 引 理 9 得 
N 
К4є,4#(Р,, Р,) 之 2.6; [uz T  (P,) иш urix; (P,)] = > ВКП 


k=] 


一 Uyu) > Do > оъ), ++. > (Urn 一 U,)., 


其 中 й‹тстәОР;) EEA U „(і == 1, 2; K == 1, 2, ° *» М), X 
s, (P,) 一 u (P,) = U, 一 U, 十 8E2i( TU — U) 
* (2M: Un + Un) 
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因此 对 0 二 5 过 1 有 
N N 
Š ` [v,(P1) a s (P) l+ 十 > [v (P1) 一 v ,(P,)].. 
к=] k=l 


< 82(Ug Оһ), + (U; — Ug). + Ce2>|Up — Uu! 
= (ó + Cs8)>,(U,, — U,,)+ 十 (1 一 Ce)2>2 (Up 一 Uy) 
“AP — 1 — 
< 517 [aX Ua — Uu). + EQ ou-| 
< Kd; d'(P,, Pa), 
当 取 Ce < 5 一 A 时 上 式 成 立 ， 因此 可 应 用 前 一 章 定理 8, 
ВТЕ a€ (0,80) E C > 0 使 
2 ls, (P1) - v, CP) | < C dri d" (Pi, P,), 
由 此 式 得 到 
(1 — №Се) 5 |0 — U,,| Cdss 
НХ 6 使 Се = min (8, 1/2N)， 由 上 式 得 到 
NUUS m Ul = 2С45% d" (P,, Р,,), 
再 хук} С1 <1,1< n) 用 итоб < K < М) 作 线 性 表示 。 由 
圭 式 得 出 定理 的 结论 。 证 举 ， 


d*(P,, P4), 


1 


$4 u 的 近 边 Holder 条 件 估计 


RAZREDE (1), (2) 的 解 在 边界 附近 的 估计 . 边界 附近 
分 为 三 种 情况 一 是 近 底 o x u 一 0j， 二 是 近 侧面 89 x (0, 
7]， 三 是 近 底 与 侧面 的 相交 部 分 Əg x {1 — 0}。 后 者 基本 上 可 
归 信 近 侧面 的 情况 一 并 考察 ， 设 0 为 R* 中 有 界 区 域 ,8 — o x 
(0, 7]， 于 9 内 算 子 » 2 


к= p 一 -一 一 一 一 一 -一 4 
L S а Ys: D ч) 


满足 
sl: < 214,&& < ЛЕ, Vie Rs, 0 <4< Á < оо, 
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引 理 11 iZ s€ (О) 满足 [el < Mo K Lv 2 К, 
. (1 + 10,6|) T О, Ян Z 满足 (4)。 Xx s(z,0)€ C09) 
(0<6<1). WA geo, 8/2) 5 C > 0 {# VP(x, ғ) є0 


A: 
[v(x, z) — v(x, 0)], < CC[v15;-2 + 1)2z t^, 


其 中 
Jec, 0) —s(x', 0)) 


Ё == ju 
[ ] e. SUP o | 2 _ x^ |^ ? 


C IX “Г n, А, Л, Kis Ki, М, 
证 < 


— 201 2X2 
nx) = (1 — | X "iS , Ww == {е 07701 — 1}, 


4 


其 中 R < 4(2°) 一 dx 80), ç ен. MH 
L — ае" P (gv + оао о, 
+ 2214 ло) Teste — 1) gn, 
ВУ о = 2K,/%， 则 由 上 式 及 关于 “2 的 条 件 得 : 
L w 22 С, C, —, 
应 用 Александров 型 极 值 原理 得 ， 


sup w(x, t), < sup w(x, 0) 
МР: Ix—zx'|«R 


p 
М, 1/( ял +1) 
C Rm с, 十 c, y dxdt ) 
R: i «Е 


T 1/(n 1) 
< C + 100, —)R5 + С, (=) l 
MA т< ДОВ у Ву R = ritet, MAER: 
[2( х°, т) 一 1ER 0)]+ « Cll + [2] ge ) dr c6? (081, 
E E л. а, 
当 时 ,上 式 显 然 成 立 。 HR 0, (ari 5| 
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coo emos SB n RERO D rihi PREND RAE rH PRSE IER 


3813 UE, 

ik ƏQ e С", MEE x ДАЎКЫ ЯЙ АЕ йр ЕЛ, oo 的 一 
部 分 化 到 x, == 0 上 的 1x| < К, 部 分 ,而 QC (x, > 0). 

58 12 ix sé Win (О), WE [e] < M, K £v2-—kK 
“(1 十 Da TOO, Rh SZ dk (4), A vl. a € Cie] 
«Ryu X (0< ¿=< Ty), (0 < 8 <1). WH x, > 0, |r| <R/2, 
P + R2/2 < , < ñ + R: (0220, R < R) 时 有 gel, 6) 使 


[olas 1) — Gs Ded < CC + dans (2) G) 


У х, > 0, |х| < R/2 时 有 : 


[v(x, 2) — v(x, 1 )s 12014 < C(1 + [v 1в,„вл,х„=б) Ө кы) 
(6) 
证 不 失 一 般 性 可 就 一 .… xz,- = 0 进行 证 明 即 可 . 

当 / + R2/2 < /' < ° R Bid s* = ç(0,:--,0, n); 


gx, г) = (1 一 Гү: 一 ү", 


R? Р? 
»— 1 
в Ж. m 
з == 2% 十 Ce + + а, 


tx, 1) = nlx, г) “(с — s*)?, 


其 中 m( > 2) ABER, e 为 小 正常 数 ,常数 a 满足 


ni 1 mp 
0< < min {ze + Th 4 ^ 8, 为 小 正 数 ， 


M je CR, г<: < ñ + R: 时 有 : 


Raaf (za e) |" 
w|: = С, (3) [papan] 


< С.о], R^", 
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меча. rot L Enn s. 


L w = 5 “(ç — Ln + n£ 79g(»-—2:5)1 
— „Жү? 
+ n(v ~ 一 y^) ugs? + > 00.3 3] 


Xi " 
Os Alv — »*)7 жут Os ° | 
DIT S t 4 (y — | 
Ох; Ох; t ⁄ )+ Ох; Tij 


і 


+ у 
n 之 С. nt, 
&(v — »*)? = т(т — 1)(0 — »*)T ао.) 
+ mv — v* y? ^ S v Z m(v vy) 
: [00 — 1)4| Dv |? — 2K,M (1 + |р, |?)] 
> Cv -—»*)7|D.?—C,X m > 1 + дэм, 


n—1 
] + 4e? У! х! А 
L 2» а(а + 1)57 974, —— tA 278 


—a—2 a 
Aat (д — 4246) > 5 ° 当 Ну e < ^. 
Л} 
€, 充分 小 时 ， 


< Е: (v — v*) |р,о|? + Cs 


1—2/т 
2 3 


mi: ml! 
< Cs ——— |D,v|(v — v*)t^ 


Óx; Әх; К 
3 
< = (о — »*)t?s D o| + c 1787400 一 0%), 


D m < P 579711170" 
Xj 


] /oh -,- —2⁄m -ca 
< = (Zas 1 十 Сзат! 2/ $ ) 


当 m, 8 满足 上 述 诸 限制 ,并 取 o < X 由 此 得 到 : 
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— „i 


— Ci 1—72/m а — Cu R* a 
wR 2 та [z |: 


应 用 Александров 型 极 值 原理 得 ， | 
sup w(x, t) < Caly]? pr = R^" 十 C,,R?/*D*207a 
ig «Rar uU 
"rei + Rš 
. || (Уух!) tD x 4 jr, 
Ix | QR, 1,20 
га: RI E 
< Ca (1 + [г 1в,в/,х 0)" s 
因此 
[2(0,-- `. 0, Хз» t) n 2(0,.. °» 0, DIF 


a/m 
Cu(l + ОР + 3 


令 e; — 0, id a] m = f, 则 Yi ott t = X, = 0 情况 下 的 (5) 
式 得 证 。 x 9o = xa = 0 和 情况 下 的 (6) 式 ,把 4 中 的 因子 
"РҮ" кы „ИШ Соба, 0) 一 vsomol+， 再 [lo 一 re] 
由 前 式 及 边 上 的 > 满足 Holder 条 件 估 出 。 引 理 证 毕 。 

定理 13 i$ 00€ C, ue CHONCO) 20) (D, (2) 的 
解 ， H qp € CP д*О), [u jo < Mos |Ф|с#сә*о› < М, F 满足 
定理 2 的 条 件 。 则 


| [4], < C(1 + Mj), 
Ж a, C X ЖАТ n, А, A, а, Mo, В K diam Q, 
证 VP,(z', n), PG, 2) 60, BATER 2 198], FE 
B; € (0, 1) 使 
|u (P5) — u(P)| < C dz; :4°(Р,,Р,), 
当 d(P,, P,) < dš |, 时 ,由 上 式 得 : 
|\#(Р,) — u(P)| < Са“ СР, Р,), 
当 4(P,, P) > doo, 时 ,分 两 情况 ， 
SS UU l.dp,p, == min(/,£)'7,. ZR; min (2, 2) ==, Mi 
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[1 == г + (#2—)< а(Р,, Р,) + d*(P,, P,) < 24(Р,, P,), 
HT (1) 可 写 为 ; 
Lu = 210и, us = —F(x, t, u, Р.и, 0), 
jj 一 | ӘР (x, t, и, Р.и, rtDiu)dt, 
. Г 
因此 | 
AEPS 21245;5; < ДЕР, 
|F(x, 1, 4, D,u, O)| < K,| D,u|? + K, 
故 可 应 用 引 理 11 于 w 与 —u 得 到 ， 当 a(P,, P.) < min (dy, 
d xr ) /FI hf, | 
Lul, £0) — u(r, 0)| < Сали 


В 
< С PON = C d^? (P,, P1), 
19 ^1 


又 有 


lu( 2, à) 一 xx 0)| < C.q%2(P,., P,), 
因此 
Iu(x, 2) — ulr, t)i < l|&( 2, 0) — u(x,0)| 
+ (иба) u(x,0)| + Iu(x, 0) — ulz, 0)I 
< Cd (Pi, Pj), у = min (8, 8,/2). 

当 d(P,, P,) > min (da, 2,2) 时 ,不 妨 设 min (du, д2) = dy, 
EE da < |e — r| tda, [КЩ dos 2497 (P, P), Ж: 
max {drt, da, (2), (20) 7] < 24h? (P,, P), 

并 入 下 面 情况 一 起 讨论 ， 

情况 2.dp,», == min (d.i, da), 不 妨 设 min(da, da) == da, 
则 ! 

da < |A — r'| + d, < d(P,, Р,) + PPCP, P5) 
< 2d'2( P. , P,), 

当 min (2, 2) > @A(P,, Р,) 时 , 取 R = d'^(P, P), É = і — 
d (P,, P, (383 i= 1, 2). WA (5) T5 —u, Hil d; = 
|2 — y|, y € 290 = 1,2) 得 
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E MEM [ i В, 
julai, P) (у, y| < C PECES < C4%%(P,, Pi), 
x 
|: — y| < |= — y| + |z! — yt t | a 
< 4d!" (P,, Pi), 
Xt 


|#(P,) — «(P,)] < lule, 2) — us 0m + [аба л) 
— uy, ?)| + luly, P) — uy, 0)I 
< 2 Cd%6( P,, Р,) + Cd (P,, Р,) 
< 3Cd'(P,, P), 其 中 y = min {8,/6, 8}. 
МА min (zt, 2) << PPCP, P) 时 ， 
max (da, de, (11)!12, (£0)? 1 << 2429 ^(P,, P1), 
ERARA. 34 d(P. Pj) < RSN TJ xp. 与 一 # 应 用 
估计 式 〈6)， 而 得 到 * 满足 Holder 条 件 的 式 子 。 «>К Hf, и 
满足 Holder 条 件 是 显然 的 .综合 上 述 各 种 情况 ,定理 得 证 ， 


$5 Du 的 近 边 有 界 估 计 与 Halder 条 件 估计 


再 作 Р.и 的 边界 估计 , 全 局 有 界 估计 与 全 局 的 C“ ”估计 . 

定理 14 设 3Qe C’, ue С” (О)ГС(О) 2) (1), (2) 的 
解 ， 且 pe COO), Lulo < Mo, F 满足 定理 4 的 条 件 。 则 
Qu 
ON 


< CI + l|pllataoxuTn 
829 x[0,T]| 


+ |1Ф|скохоор ] 
其 中 入 为 д0 的 内 法 线 , 又 C 仅 与 2 4,4, Mo, T K 89 ñ$ C' Ж 
BUB ж. 
证 ”做 坐标 的 双方 非 奇 寞 变换 ,把 О 的 一 部 分 化 为 | x,— 
0, |x] < Ro} 而 ОС {х|х„:> 0}. W Окт == (Gn р) 151 < К 
(1 <#=<n—1), 0 <x, < R, 0 < ,,< T) C Q, 其 中 0 二 R 
< Ro, FRAR 
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9-1 


= log( 1 + Ž + £ d) 
Р) og( + R R? > 9 
e XJ IE EXEC 4 
tU == 元 + [u(x, t) — px, - e, X, 0, 1)], 


KAREEM. W K 一 大。 充分 大 使 w>0 T Qr WJ 0 < 
(TW. T 90s: АЈ) г = 0 部 分 有 : 


Өш К К 
— = —— msIW E Pr, 2 一 一 一 一 一 一 一 
Óx, є Pra 7 (а 1)в 
++ Уру 
Кош 
m | pz, | 之 0, 
因此 
W ag errem 之 0. 
令 
o _ 8 
Z Mu ,Ox ðr” 
q;; == | ОЕ (x, t, к, D,u, тріи)ат, 
0 От; 
hit] 


+ Zu=< |Е(х, z, u, Р,и, 0)| < C(1 + |Dsul|?), 
MEE Окт 内 取 到 最 小 ， 则 于 最 小 点 w: = 0, Ze 2 0, 
但 


7 — 1 


LIN 


[Te -2 十 一 3 9) 


R? iz 


K 
|= < | 


Ang 


т — 1 2 
x E 2 
LIED) 
Í R R? 123 


1 


+ 


+ c> E 


i-1 
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_ K à — An(n + 1)s — CR 
(1+5 "nb. a) 
R Кё ' 
上 式 当 取 8 与 RR 充分 小 时 成 立 ， 因 此 w 不 能 在 Ов 内 取 到 最 大 


RI w >0 于 Окт. 因而 


< + C, < 0, 


Ow ; Ou K 
S| 20, BEBA | AMETS 
同 法 可 估 得 , 当 |х| < R/2(1 «&isn—1), x,— 0 时 ， 
Ou K 
Әх, | T RE 


返回 原 坐 标 , 应 用 有 限 覆 盖 ,定理 得 证 . 
Р.и 于 9 的 有 界 估计 ,证 法 类 似 于 定理 3, 仅 有 两 点 不 同 . 其 
一 是 略 去 因子 ds, dp, 即 取 ds = dp = 1. 其 二 是 不 能 排斥 
v(x, г) = n(x, t) Dru? + «М(х, г) — u(P)]! | 
在 ðA x [0, T] 取 到 最 大 值 的 可 能 性 。 当 aM 5M < 1/8 而 
在 80 Xx [0, T] 上 >，” 取 到 最 大 值 时 ,有 


2 
n < m (Po) | Di (P5)1? < Mi, 


其 中 |Ош|ә#%®% < M, 为 常数 是 已 知 的 。 因此 这 情况 下 M 为 有 
F. 
在 作 Dru BJ С° 估计 之 前 ,要 证 (3u/ 3N) | өохт; T 99x 
[0, T] 上 满足 Holder 条 件 。 因 此 需要 在 干 引 理 如 个 . 
id Кет = (G, Nlln] < R(1 < i <£ n— 1), 0 < x, < R, 
0<:S T}. T Кът LZR REREH Е 
L y = EaD lv xixi 十 bU. + cç — x,%,. 
5 < 的 系数 于 Kroer 内 满足 条 件 | 
А]&|*< Eai SAJEN, 0<4<4< оо, \У#є R”, (7) 
l| «A (ї<з<лял), —4<с<0, (8) 
28,5 — b, + сх„<0, (9) 
ju {(х„)||хд SRO <: < n — 1), 0 < x, < R, eR < ; < 
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О} = Kr, MCR) = max v, m(R) = min », o(R) = M(R) 一 
KR KR | 


m( R). 
Ой 15 i S 的 系数 于 Kr 上 满足 (7), (8), (9). H ve 
СКЕ) П C(K&) 5 | 
—C(1 + |D, | < &›<0, 0<<М,, 
|{Cx, г) Є Krlv(x, г) > 1} 2>8|Ё»\|, 
其 中 常数 Be (0,1), C > 1, Mc 0, Kg = K a fe < —R14). 
则 存在 常数 R > 0 5 v0, 使 当 R < R, 时 


inf ç > y, 
К руз 


Ri, Y ART n, 1,A, C, Mo 5 6. | 
证 Hen 适当 小 ,使 1 < min (1/6, 8/3C,)，C, 为 将 于 下 面 
取 定 的 常数 , 且 人 
HG. DERN fæl < (1 — RO <; < — 1), 


T R<z,<(1— Z) R, 
2 2 


T › 1 3 › = 
(7 —1)к <<= (4 +P) rej >£ | 天 Ri ， 
因此 , Ix! < (1 — x/2)R (1 < í: < n — 1), nR/2 < х, < (1— 
9/2) R, (n/2 — 1)R: < , < —(1/4 + 38/4)R2 rh, EDEA 
(x*, 1*) 使 v(x*, /*) 21. 我们 要 证 明 Harnack 不 等 式 于 区 域 
Ix;| < (1 — n/2)R (1 < ; < n — 1), nR/2 < x, < (1 — n/2) 
: R,(n/2 — 1)? <, < 0 ÆRU, WEEN FE o 220 使 当 
|x,| SURU <: S n — 1), R < x, < (1— К, —(1/4 
T8[2)R S: < 0 BF, v >p. Harnack 不 等 式 的 证 明 仿 前 一 
章 定 理 6 进行 ,针对 现在 的 情况 ,证 明 作 如 下 改动 . 
那里 的 x(0, 0) WH v(x*, г) 之 1， 因 此 v(x 六) 之 v(x*， 
y> 1, 当 ` 


27 p( x0, 0) — v 
Ka- (25, 1n п 
| -Ranea ) (2^! — 1/2)v(x*, 2) 


Ls 
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2 p| Ка n sgA| 
2p 


w == [1 一 ехр [— 3 [2"»[х%,]— л} Tc e -一 САМ, 


GET x, + (1 — ROsR/4)| / |1 — exo L c 


: Qe — 1269, e] 
则 由 于 2, 22 2a,,— ‘сіх, 22 24 — A ^ == 1, У R < MA tf, 


因此 我 们 有 : 
w 20, cw F Ka-ronral 2°, n, 


因此 有 : 
MIS p nimh 2 1 — C (1 — y)”, 
(z, £) = (0, ®) 代 人 得 ` 


(oe |© Qo — 1/2» 0] ор [E 007 — Det, Й 
_ C: + CAM, (1 — Ra ú C raa 
T 4 о! ехр | 1 (2 Е 
m 1/2) v (x°, ^| 
= Ci(l 一 u)’, 
由 于 (3,20) m1, HÀ R < R,, R 充分 小 及 4 充分 接近 于 1 
时 为 矛盾 。 以 下 的 证 明 与 前 一 章 定理 6 相同 。 得 证 Harnack 不 
FARI. 


于 区 域 Qo: Уа), 0 < z,« aR, — (1/4 + 


8/2)R! < ; 0 中 考察 函数 


01-0 -9 5 ETA a + 5 
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uA Ln Же 
(1 十 2g)R' X, 
其 中 8 为 小 正 数 ， ДЕ Ix < R/2 ASi <n— 1), W 
z|əo, n (У) а, naat] < 0, 
1 
& | Oo Um —(1/4+ 0/2) К?) « 0, 


2 | Malt P = R) < Ps 


Tr — 1 
SZ z = p - = У? [x42;; + bi(x; — xi) 
fm] 


4. ас, _ Ax. ET «+ PE) 
R (1 + 28)R! х, 
一 ee (2a,, — b, + cx,) 
xl 
C C 
= p Ё (b, + cxa) 一 | 
К ) К 
其 中 
C, = sup l Э [x,a;; + b,( x; — x1) + A 
KR R уш, (1+ 28 )R 
+ laa — e). 
由 于 


b, + cx, 2 2(a,, — |\с|\х„) 22 204 — Ax,) 


>21(1 — n) > 2, 


故 取 C, = C3/4 就 得 到 
Lz > 0, | 
因此 z(x, z) 一 v(x*, ғ) 不 能 在 О 内 取 到 正 最 大 , 结合 0*06 的 
情况 ,就 得 到 于 Qo 内 有 : 
z(x, z) — v(x, г) < 0, 
4 в» 0 45; 
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п — 1 _ „Мр 
(хә) > e|! — В — 9 2 (s x) s 
1 


4 | 
(1 + 28)R: 
"-1 


114 < Dy 6801—86) 
故 当 — RJAL: < 0, 0 < =, < nR. 之 (z; — SETS 


U >U — 8g) . | 
(яш в <- PLE = 3 28) ^ 因此 有 ; Ix] < R/2(1< 


¿< n— 1), 0 < x, < R/2, —R'[As / < 0 时 有 : 


> 801 88) . 


” 4(1 + 28) 
5| f$ ir. (0 
2928 16 设 当 161 N 时 有 : he CR"), h>0 F 
R^,v,c€ C"(Kg)fYCCOKR), lil < Ms, 
—K,(1 + x; | De ,|?) < С», < Ki. 
EFE B€ (0, 1), &>0, K, 0 使 得 对 于 任意 P PE Kn, 
有 : 


К, DU = ë, У? [fi(e;(P3)) — Со. СР,))1, 


+ Ў ГРС СР) — fii ()1- (ж) 
则 存在 Bi. C 使 有 : 


N 
> | (P,) m vi (P,) | < C Ry hd^i(P,, P,)CK, + Mo), 


1 w1 
МР, ,Р,є Къ íz, = 0}, (0 < R < R), 
其 中 0 <8,<8, B, 仅 依赖 于 #, N, L, A, 8,, К, K, K f, T 
[一 Mo，M。] PHE FÃ. X N = 1 时 不 需要 (ж) 式 成 立 的 条 
f. f 
证 不 妨 设 K, = 0, 人 否则 以 К.х, А + NEF z) {<% d: BI 
可 。 其 它 证 明 同 前 一 章 定理 7 与 定 埋 8, 
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^o dünn dh сш — a w. Wan "p GET Ta a CUN — allen pi —PDn——— T . MEM 
Ed "qnia ET аы ERR ge qne an rrr qmm quum ulna gne pir = sapin RR PERRA r c TIME MELLE 


引 理 17 id år = {|а < R (1< ¿< n — 1), 0< 
z, < Ro), Orr 一 kr, X (0, T]， 设 于 Orr H Z 满足 (7)， 
(8)(9), ve СО т) ПС(Ок, т), lv| < Mo, | v| SKA 
х.10,0|?), 当 z€ ka, BJ, v(x,0) = vo (z)€ С“, WH (x,r)€ 
Qa, N {х„==0}, R < min (R,/2, 1/4A) 时 有 : 


le(x, 7) — vy(x)| < M R^»; Жї [1 + LOTERIE | 
其 中 M K n, h, A, К,, Мо, В, Т 93, 
Ж 仅 考察 x= 0 的 情况 ,一 般 情况 经 + 坐标 平移 即 可 。 用 
e 一 s (0) RE v, WES 0000) 一 0. 令 一 ce 一 1 Wi 
L w 2 c Fi ( Ро — cv + c + K,| D,v |?) > —К,, 
于 区 域 Osr AZZAM 


1 < С; C 
W = 6° + — „++ € | 
52 | | g ó £1 


C 为 正常 数 ， 8, ó, 81 ЛІЕЖН 6 < s. 
| 1, y < ё, 


g(y) = OR y> 8. 


с(у)ду + 2, 
Xs 


8 
Tg 


则 
2 < C x, 
L (W) = 一 ， > (a; Xs + Ь;х;) m 
C 
— — [ 2455x490 (х„) + FACA 
84 
B, : 8, 
+ (22,, — b, + сх„) + (w - e) 
xi Y. 
当 xs 和 W, | | 
2 < Ç b Č 
S) < — it |b;| ) — — Z <; — —., 
(W) - > (a |5;|) 21 < - 


这 是 因为 当 8 小 时 有 :; b, = 245 — Ав 之 2 gs 之 А, 故 取 C 
较 大 得 到 上 式 。 当 x, > ô 时 ， 
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4, k 2 (2n) 十 bnala) == Q 一 二 EA > 0, 
因此 | i | 


п ^^ ^ч” 
s (W) < 2 У? (a + |21) 一 € < — С, 
€ i m= 1 85 28 


{а C = y z еке + eM + K,, yl] 
“(ж—=)&—©+1<0, 
С 25 


因此 W — w/C 不 在 О.т 内 取 到 负 最 小 值 ， 
要 证 它 在 O*O,; БЕЗЕ. ТЕ O'O, My х, = 0 上 ,由 于 
W = оо, Ni И —w/Cz0. XE :-0 上 由 于 w(0,0)—0 
得 wle, 0)| < [0с] < о екон севе, 因此 W — w/ C 
> 0. 17ЕӨ*0,т 9-а Е НИН W 一 w/C 之 0. 因此 
在 О.т LSA W — |С > $ si 一 0 B+ x= 0 得 : 
w(0,1) < CW(0,1) = C Б + T + = | гуду 
«c (s ++ "2! 
EÓ 64 
取 8 = 12. в пло) 得 到 
(0, 2) < Conte) 当 / <  Ч+о) BE o T. 


因此 

w(0, z) < CRo уо << Т ЊУ: 

v(0, 7) < CGR u+ VO < ; < T 时 成 立 . 
类 似 地 令 w == 1 — (Fe. BÍ UE 

°(0, г) 之 — C, R Tapta) 
5 引 理 证 毕 . 
定理 18 设 00€ C, 3 sec"(0)nc(o) X (1). (2) 

的 解 , 且 D.«e C(O), pe C™ (8*0), |u| < М, |D.u| < M, 
РО, F 满足 定理 2 的 条 件 , 则 дим e caaea x [0, T]), 
Н. о 与 DoN 的 Holder ЖЖ {ХМ ЖД] n, 4, A. Mo М,, 
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a 与 diam Ü, p Æ BO x (0, T] 上 Crt 的 系数 与 69 的 之 阶 
ТАШ ES 

证 做 坐标 x 的 双方 非 奇异 变换 , 把 859 局 部 化 直 为 *。 一 0 
EBENE 121 < К(1<з4п—1) 的 部 分 , 且 0 全 在 x, > 
0 H. 又 设 Ka,r= ((х, llel < R. (1< i< n— 1), 0 < 
Xa < К, 0 二 :和 TSC8 ЖЮ и| „== 0, 否则 于 Ка 
中 用 u— o 代替 u. (1) 529 

u == Уай, — u, "= — F(x, z, u, Du, 0). 

Ф v= ијх,. HT sl|,,= 0, M 

1 (xz, ` `, Xais 0x,, 2), (0<0<1), 


y ma - 


”| = € С° F Ka Mt = 0}, 


|, ma) 一 5 
" Ox, | ха=0 


X - 
L y == х. 2 iV rr + 2;5;v,; 十 cç 一 Хх, 


== — F(x, t, u, Dn, 0), 
其 中 2, = —2a;,(1 < í < n), c = 0. 
| v| < all + 3 D.e]2). 
Lu 满足 (7), (8), (9). 4 w — ee WE 
— pll + al lD |?) < Zx < m, 
应 用 引 理 16 得 : 


| (P,) — ф(Р,)\ < C drpd (P. ,, Р,), 


УР,, P,€ Кет (х, = 0}, (R < Ку), 
A 
|2(Р.) — »(P,)] < Cd; dh(P,, P), 
VP, P,€ Kar lz, = 0), (К< Ку), 
当 д, nE Ka r {ta = 0}, fü min (4, 2) > 4(P,, P,) If 
则 有 : 
|26Р,) — v(P,)| < Cd” (P, Р,), 
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YP, Р,Є Orah {rs = 0j. 


M xl, z€ Крот ПА == 0} 而 min (2, 2) = Se а(Р,,Р,), 


nu 


f = £ — і + z! =< d'(P,, P) + 4(Р,, P4) < 24(Р,, Р,), 


只 要 2(P,, P, ) < 1. 
应 用 引 理 17 得 
|2(х?, 2) 一 (х, 91 < (e (22, г?) — olz, 0)! 


十 lolx, t) m v(x*, 0)! 十 jol, 0) т v(x', 0)| 


(д )e29*9 + (2220 +a) 4. с, а — ТЕ 
Ко 
Cd lto p. , P4). 
合并 上 面 二 情况 得 : 
|2(Р,) — v(P| < C.dr(P,, P,), 
Pi, P; € К роті = 0}, 


=< С 


r = min 12, — 由 vl Ou ‚ Н 20 x 


2( 1 十 a) Ox, 147-0 


[0, T] RR Уш. 定理 得 证 ， 


定理 19 在 定理 18 的 条 件 下 有 Daue Cewe (Q), 


Hilder 系数 依赖 情况 与 定理 18 一 样 。 
证 10 


> = > 0 ð 


ER qo EP RP 


й j Óx; Oz — 0: ° 


va == и, T Sl (1< ix л), 


ac (0, 1) Ж, А! 


“о. = c Sf + 2a21u, L Urn, 十 2a2 — 
"us 


-x 2 2 ah = 26 (us + 6X) 
и 


а = 


x pti t mti 


OF 
一 —— — 2a $m ӨР 26 PX 4 U : 
Qx; 2и > Or; i *mti 


7 2 PM 
之 一 “q + |Dwal), 

应 用 引 理 11，12 知 对 çL, (1 < ¿=< n) 近 边 单 边 的 Holder 估计 

Bux. XE 

> |, (P1) — и„,(Р,)\ < > max {[2:(Р.) — #:(Р),1,, 


jmil 

—[{(Р,) — e_,(P.)]_) + 2«М, >: |е, C 一 ux, (Pi)| ° 
其 中 Mi sup 10.4]. 取 = 一 АМ, 就 得 到 a CE 1< n) 
的 近 边 Hilder 估计 成 立 , 

结合 Deu 的 内 部 Holder 估计 结果 (定理 6)， 仿 定理 13 的 
证 明 得 到 Drue Cn O), EREE. 

当 pe C"(8*0), we C(O) ЊН, |а| 的 全 局 有 界 估计 类 似 
十 定理 6, 仅 是 现在 情况 dr, d, 改 为 1。 又 出 现 所 考察 函数 最 大 
可 在 O08 上 取 到 的 情况 ,此 情况 下 ul 的 有 界 估计 亦 不 难 作出 . 

定理 20 ik 4cC"(0)nc(Q) 为 (1). (2) ife, vie 
pe C"(8*0), Рр,фє C™ (0*Q), Km z iS 89 的 切 方向 ， 
Diwe C(Q). |u| < Mo,1Dsul < М, 于 О. 对 FF 的 条 件 同 定理 


4. UH 
| Diu|o*g < C, 


C 的 依赖 情况 与 定理 18 Bl, 
Ш 259 
gx! = + (u, uu ú, х0) + c У! C m u, |= mo). 
(1 < 1!< n— 1). 
由 于 
& v4; 2 —C(1 + |r Dral + 1) + ай >; Рр 


Gu Q,.1) 
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再 由 方程 (1) 得 : 
t = 2 d jjts;x; 十 F( x, і. t, Ри, 0), 


DET У? LIFA +1], 


CjogosE( nn n) 


故 有 : 
их, < С, uxx; + l| 
dii LÀ. о! | 
因此 
& v4 ze —C( + r Ор. + 1) — ус (Ir |' — €i) 
之 一 (1+ (Dwal). 
仿 定理 14 (Е 


W :7 一 к= — (vau 一 Ui] x m0) 


Жш БАК "与 定理 14 相同 。 而 证 得 FM 


а<<а— 
1) 为 有 界 。 再 由 
Ej < Sisal) - (e). 
+ 20M, > |2 xL. 
2 


取 а = 1/4М, 即 得 : > _ 忆 C. 再 由 方程 得 到 |wsox, le 


HAR. 定理 证 毕 . 
s6 ИЖ Y 3 
Hólder 条 件 估计 


再 作 Dia 的 全 局 上 有 界 估 计 , 其 证 法 与 定理 5 类 似 , RER 
。243。 


ET 
s ——  _— зз „д ыыы aa 一 一 


在 情况 ds, d, 改 为 1, 又 出 现 所 考察 的 函数 最 大 亦 可 在 6*Q 上 
取 到 的 情况， 此 情况 下 相应 佑 计 不 难 作 出 。 由 此 得 到 Diu] 的 全 
FU ERE. (Dul <C, V(x, г) 9. 

在 pe Cit" (8*0) 的 假设 下 ，we C(O) 的 证 明 由 
定理 8 的 内 估计 结合 有 筑 系 数 线性 抛物 方程 的 近 边 合计 得 出 ， 这 
是 重复 引 理 11, 12, 13 的 简单 情况 . 

关于 Dis HLF Holder 条 件 估 计 与 全 局 Holder Ж ЕДГ 
有 直列 两 定理 . 

定理 21 设 80€ Cue CO)nCcC2) 为 (1 (2) ВУЖ, 
H L | < Mo, | Deu] = M ,, |D} “| < M, 于 0. p € C?"(0*0), 
D,g € 2006 为 89 的 切 方 向 )。 对 下 的 条 件 同 定理 8, WU 


Фи 
Si —l), É e съ=(д*0) 


е T; 


H ti E Holder 条 件 的 系数 仅 依 赖 于 n, А, А, Ms, M;, М,, f46 » 


dam 0 М OQ Юс А, 
证 ЕАУ Е 00 的 一 部 分 化 到 x, 一 0 上 而 
QC Ix, > 0). 


id v = о. huj 
gv == У) ОЕ. Әу, LL = -5 ? X 
_ ӨР, _дЕ, (1< I< n — 1). 
Ou Ox; 


7; — o| <, «D 


jd w= X, » Wil ze; 满足 


92 шл = r, > OF И?х;х; 十 2» OF Wix; m X, ш, 
OT ;; Or 


wils 0, |Z wi| < Ki. 
EH w 53 wins == — wil < 1=< n— 1), MASE 20 类 似 的 
推导 得 到 , 当 l < 2, | & п 0 (2,7) 5e (n, п) hf. Uxizj | x0 ЎЧ 
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єт 1 Có 


Е Holder Ж, urr, le =o Holder 条 件 由 方程 得 出 定理 
得 证 . 

定理 22 设 00€ С, ue C" (0) 为 (1)，(2) 的 解 ， 且 
Iul < Mos [Deu| < Mi, | Div| < Mi T Q, pc Ctt (9*0), 
Doc C"(8*Q), (x 为 ƏQ WDE). ЕНА ЈЕ 10, 则 
н 

Diuc Covs^(9), 

其 中 a, 与 Hólder ЖУ КА n, 4, A, Mo, Mi, Mi, th, Мв» 
b, p ËJ C2tei+te2(6*Q) ДЕ ЖЖ, дато 及 00 € C: 的 二 
MARRAN, | 

证 考察 定理 10 中 使 用 过 的 函数 


N 
Uk Ur руб р) + € > [ M; 十 итртр1. 
{= 1 


它 满足 
Su, 2 —C, — Ў) ӘР Ukr; 之 一 Ca(1 + 10.01?) 
Ë: 
(1< ¿< N), 
其 中 BF 8 
О 
L = У) — ME 
ÔT jj Qx,Ox; Ot 
应 用 引 理 11 得 到 


[oz z) — s, (z, 0 < Са, (SRAN). (10) 
定理 10 已 导出 
6 > [ok(P) — vP) la + > [s (P,) 一 v4 (0) 1. 


7 Cd^(P,, P), 
EAD IMESERT dr», 去 掉 、 是 因为 现在 对 us, u, 用 的 是 
全 局 Holder 条 件 估计 。 上 式 中 取 P, 一 (x, 0),P; = (x, 1)， 结 
& (10) 8: 


N | 
8 У [s ( x, 0) — vgl, 01, < KPP, P? 
k=1 
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^a o sm it ia 一 


N 
T 2 [v,(x, 1) — v,(x, 0)] < C qz" n, 
кз | 


再 结合 (10) 48. 
|e,(z,t) — s, (x, 0)] < Cdit, (1=< K< N). 
应 用 定理 12 并 作 类 仅 推 导 得 : 


lo, (x, t) 一 一 MEF ЭР = (z ) ° 


х„>ф, |х < R/2, #° + — < z=< ¿° + R2, 


ЄР t) m z (x, ғ) | z о < CI: 


x, > 0, |х| < R/2, í< R, 
因此 仿 定 理 13 的 推导 得 : 
(1 一 NC&)| tc pe pP) n c pep Ui) | < LAC T v (P,)| 
< Cd'(P,, P), (1 < K< N). 


由 此 导出 
| Diu(P,) — Рёи(Р,)| < Cd'(P,, P,). 
定理 证 毕 . 
$7 上 自然 结构 条 件 下 第 一 边 值 问题 解 


的 存在 性 与 唯一 性 


第 一 边 值 问题 (1). (2) 在 00, p 与 方程 系数 相当 光滑 时 ， 
可 证 解 为 存在 唯一。 写 为 定理 如 下 : 

定理 23 设 0 为 R" 中 的 有 界 区 域 , 98€ Cla > 0), Q= 
Q x (0, T], pe C''"*(8*0), F(x,1, 2, рәт) 3 (х, ғ)є 
Q,lz| < М,+в,|р| q Mi +s,|r| < M: + s 了 时 对 x,z, р, r 
为 Ce, 5], C, Н Holder 系数 与 变量 无 关 , 其 中 Mos 
Mi, M, 由 各 先 验 估计 定 出 ,而 8 为 任何 正 数 .又 满足 条 件 : 

AES EFES < ЛЕ, Ve К", 
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Vr. o 6, p, r€ O x Вх $n, 
zF(x,:7,2,0, 0) < 22 + ш, Vx, t, z€ О X R: 
IF(z, z, z, p, OLS all + ll’), 
Ух, t, z, рє Q X {|z| < Mo + e) x Rs; 
IF| + IF,| + |F,|(1-+ |р) + FE + 09107 

< pu + |pl’ + ||). 
Ух, t, z, p, r€ О X l|z] < Mo + £) x К” x $5 
| F,| < (1 + iri), 
Vx,t,z,p,r€OQO X lal 

< M.+ s) Х{|р|<М,+ s) x $”; 
Боб < w 4 (1 + 2и РСА |417) 

+ (1 + Ea ENE + LG + 5) 
x (lz) + |#) + 5141151410, 

У(х, 2,2, p. r)€ Q X {|z| < Mo + ej X {|р| 

< M. + s; x$’; 
(x, 2, uj, й) є R"' x $5 
p, = F(x, t, 9, Qus sisi)» 
pu = F, + Е.Е + SIF, F, + SIF, F, 
| + x€ OQ, : == 0, | 
ДИ и 于 函数 类 ОС ег ( Оу 中 为 存在 唯一 . 

+ 096 C' 是 必需 的 ， 否 则 pe CHet aO) 成 为 无 
意义 .又 хє 9, :一 0 上 的 两 个 条 件 是 使 we C*te2+te2( Q) 成 
并 的 必需 条 件 。 这 由 线性 抛物 方程 
| MOREM bitz; + cu — u, = }, 

и|\әжо = d 
Me CUeU9(0) 的 必需 连接 条 件 Lp = J F хє д0, г = 0 
MAT « 与 w 而 得 出 。 | 

证 vw — o 改 记 为 x， 则 边 值 条 件 化 为 wloto = 0. ERR 

件 化 为 F(x,0,0,0,0) = 0, F,(x,0,0,0,0) — 0, x€ Ош, 
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用 参数 延 扫 法 来 证 解 为 存在 . 作 
j = (1 — &)Au + k&F(x, tu, Urs йу)» (s, Pr О, (11) 
и|ә*о = 0, (12) 
кє 10, 1]。 设 工 为 使 (11)，(12) HEB u^ E vw ect (C X 
C (О) 的 简 记 ) 的 * 的 集合 。 显然 0€E I, 要 证 于 [0,1] 中 了 
ХИХ 02. 

证 工 为 闭 的 预备 工作 ， 是 我 们 过 去 的 先 验 估计 。 AFO), 
(12) 得 到 , 当 ute С° Bf, ute Cta, HIER о 及 其 Holder Ж 
数 均 与 6 无关， 由 此 Fa. Fo Бә Fass Fa Б.Є 
C^^, Н Hilder 系数 与 £ CX. (1) 求 导 , HMH Schauder fü 
计 得 «ect B Hülder RAH e EX. 导出 F, Е.ә 
F. |, Е,Є С", BMH Schauder 估计 得 «€ C", Holder 系数 
与 上 无关. 

由 此 对 应 于 (11),(12) REJI {u°} H s; — &(; оо) BJ, 
极限 函数 <s € ctt 也 是 (11), (12) АЈ, ГИ. 

再 证 了 为 开 . 设 sa € I, j ибо = и, Н РЕННЯ Ши 

u, = (1 — к) До + k( 2 ijt sis; + Aj. + cv) 
+ sb Fx, t, W, ws tss) — 224i sis; 
— bw — cw], (x,1))€Q, (13) 
v|otg == 0, 
Kuh Cans Б, с) = (ЕЁ, Fps FS 6 P, uh, иб), HR 
V 的 不 动 点 就 是 (11). (12) 的 解 ， 今 证 在 空间 С 的 集合 
Ss = {w| |w — wlat < б} 
Е, 6 适当 小 时 ，(13) 为 压缩 映 象 。 

首先 证 映 象 v. 为 存在 唯一 ， 当 8 小 时 ，lw| < Мо +в, 
|Ош| < M, + в, |Divo| << M, + 6, V(x,1) €O, 因此 ajs 
bi, c€ C", (13) 中 方 括号 [ 1A €C*, НАНУ — 
边 值 问题 解 的 性 质 得 vec, REES g, 为 存在 、 唯 - .， 

再 要 证 明 当 к JE A БЕ s. PP, т. 于 С^“ 范 数 下 为 压缩 号 象 
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==. 


(13) 与 wi (1 — &) Au + s Fx, t, нб, и, uou) 相 减 得 ， 
(0 — w), = (1 — x)A(z — и) + rol Djar(v 一 u^) =, 
+ bito — t), tH elv — К и®)] + &G + (к — к)Н, 
其 中 H= Aw — F(a, t, ии), Ж Hle M, 
С = F(x,t,w, We: W x is; ) — F(x, t, w, ut, хіх) 
— Taw — бу, — Xib(o шй), — elw — u’), 
fÜ (ze, йу,» su) 记 为 向 量 W, (W, uf uu) 记 为 向 量 
W, 
|G(xz, 2, W?) — G(x, г, И") | 
= |(W? — и"). grad G(x, г, OW? + (1 — 0)0':) 40| 


< |W? — W'|maxí|w? — ИИ, |W' — w*|3, (0 <0 < 1). 
id p= (|х — 3p + |, —¿;|)'2, И —w(,2, Wl 
|[G(z,:, W°) — GG, 1, И) — EGG, 2, W^) — G(Z,;, WDN 
< [G(x, 1, W*)—G(x, 1, W| +|G(Z,;, H?)—G(2, 2, ЙИ!) 
1 1 1 
< |W? — Wie — max (W? — wc, ip — m), 
2° 
又 
GG, £, W?) — G(x, г, W1)] — GG, 7, 8?) — G(Z,z, OII 
< [G(x, 1, W?)—G(x, 1, W) — G(x, :, W?) + G(x, 1, W?)| 
+|G(z,;,W2)— G(x,:, W) — GG?) + GG, WI 
< (ie fe wee y | grad G(x, z, 0W?4- (1 — 0) 87)48| 
. 10 
+|(W' — F’) | grad [G(x, 1, OW? + (1 — 8) W^) 
Ü 
— G(x, z, 0W' + (1 — 0)W')]d0| + | (R — W^) 
. | grad[G(x, ;, 9W’ + (1 — 0)Ë?:) 


— G(2, z, OW’ + (1 — 853 ]a8| 
把 ил — p 写成 W! — w*—cW — И) + W° 一 о, 得 
到 ,上 式 右 端 
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< CLW? саре И? — Wie + UW Иво“ + o) 
Ци — W'llc + IW И со" max Clw* — Ис, 


Iw: — W'lc)j 
<< C||W2 — w'icse"Lmax CIW? — We, (W — Ис) + e “1 
由 此 得 到 


Сх, t, W?) — С(х, t, И) сои — Исе 


< C, min Í 1 max (Пи — wl, Пи" — ис), 
p 


max (W? — wl, [W и + o7" | 


< C, max (|W? — wc, |W — We), 
由 于 G(x,:, И) == 0, IW |с = lwlletre, ER |w — ucro < 
6 45: 
lkG(x, z, W) + (к — к)Н||се 
< (C8 + |x — S MDW — И 
< (C, + M98" wo — «|+, 
上 式 当 取 |s — & x57 RRM. AE h tE Dh y КЕЛЕН ЇН 
WS: 
lo — uleta < K,( C, + M 8" "lw — werte 


< — du — wer < —, 
2 2 


当 取 8 使 K (C, + М,) 5° = 1/2, В (о — «ана < 8 时 上 
ARY. X 
lo? — осо < Күк||С(х, z, W?) — G(x, z, М) се 
< КС, W? — w'le < — ll — wllerte, 


因而 Is 一 vol «o B, р, Е Сне 为 压缩 映 象 得 证 ， ЖГ 
为 开 . 7 既 为 闭 又 为 开 ,因而 I= [0,1]. 

这 证 明了 (11), (12) 的 解 为 存在 ， 至 于 解 的 唯一 性 易 证 , B 
可 在 更 大 的 空间 中 证 解 为 唯一 。 定 至 证 毕 ， 
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减弱 定理 23 НКЕ, HAARR ME K ЕЭБ, 1 
及 连接 条 件 的 去 掉 (REAME), ЖЕ} Р, [д Ws 
化 一 些 力 气 , 但 不 是 原则 上 为 新 闫 的 材料 ,此 处 从 略 , 可 参 芳 有 关 
"У 9144497 

Hi RRR Е, Neumann 边界 问题 ， 凸 狂 条 件 的 减弱 ， 
以 及 本 章 结 果 的 应 用 等 ， 


` 251 ° 


А аа еке е eig je bxc Мне =н i ы м a 


第 十 章 ”完全 非 线性 抛物 型 方程 ( 续 ) 


下 面 将 推广 密度 定理 于 下 述 所 线性 抛物 型 方程 的 情况 ， 从 而 
得 到 具 第 二 种 目 然 结构 条 件 完全 非 八 性 抛物 方程 第 一 边 值 同 题解 
的 存在 、 唯 一 性 "人 7, 

W Q >x R° 中 的 有 界 区 域 , T > 0, Q = Q x (0, T]. TO 
中 考察 方程 | 

Su = Аб, t, иуи) — t 
= В(х„„ u, иу), 
其 中 As, t, u, P) (A i, < n), B(z, t, u, P) Mx.) € О, 
u€[—M,M], pc К” 的 连续 国 数 。 满 足 

»(14-| pl ° 2)] š 12 < х4; (x, £5 t, р)Е,&; < (1121772), 
(1) 
В(х, t, и, Р) < uO + | b| ”) (2) 
VE€ К", (х,:) 60, u€[ —M, M], p€ К", Etha, v, o 为 

正常 数 且 o> 2， 这 是 因为 o = 2 的 情况 已 于 前 章 作 了 讨论 ， 

设 00е C, «e C0)N СОО), 

| u| ato = u”, 
Hh 6*Q = 8A x [0, TIUO x {:=0} 为 0 的 抛物 边界 ,wu*€ 
С®#'°(д*О), 0<8<1. 满足 (1), (2) 的 Zu =B 称 为 具 第 
二 种 自然 结构 条 件 的 拟 线性 抛物 方程 ,此 中 在 2 < ç < 3 的 部 分 
情况 下 可 对 x 导出 密度 定理 , 从 而 于 2 得 到 zx 的 Holder 条 件 全 
i. 
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id 


不 同 的 向 数 分 别 记 为 Cis Cp: °° 与 Cis Cas "o 


s] W PE Jr Z RS — #t E| SN 
结构 条 件 人 下 的 密度 定理 


导出 密度 定理 先 杰 得 出 类 似 于 前 一 草 的 诸 引 理 。 但 与 9 = 2 
情况 很 不 相同 之 处 是 , 2 < o < 3 时 密度 定理 及 厢 干 引 理 的 成 立 ， 
需 * 的 初 值 在 适当 范围 内 . 

FESI, 2 对 任何 og > 2 ЕЎ. 

5| 1 i Х,:>>0,‚, „<, ТЕ Ж 11 < X) x (< 
ISA HE иЄ CU. 622 0, Lux) Н in u >ш > 0, 


x X зг 


ИЛ ТЕШ Ж Cis Cis С, УАТ 7$, Pa V4 G (其 中 g > 2), XE 
E A 之 1， 使 当 


ua ^(1 — t) < С.А, 


Хү 
=- 1 . 
X, < CA #— 299 
时 有 : 
-一 
inf и => C, A —2 t0, 
s< Xt 
证 令 


(1— E ”和 一 二 一 上 
£ = Ug 


X: 2(n—24)' 
Жү 0 < e, < zo, 6 > 0, 45 ә =u — v, Ц |х| = X,, z, < 
<, WA о = 420, Mora, |z] < X, 时 有 


| х|? 1+8 
w =u — v (1 — 1L) = ta — 00 > 0, 
l 


M w FH (|+| < X,) x faca 4} ARAR ME. WI 
于 取 最 小 值 的 点 有 wa 一 0(1 < < n), Lw) 之 0。 因此 
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-一 - ----- o — s - -一 . ` 


0 之 L (и) 之 L (v). =v, == У4, (х, f, tt, v.) 一 b 


О 9 НЕЙ н Р ЖЕБЕШ. 可 仍 记 
为 90. 应 用 (1) 得 


L (v) > n + 8)» ( — 


一 2nu(l + 8) (i 一 EN саз] 


Py 28 = t, 一 | | х|? 


Xi 201; — 1) Xi 


Xi / 2(a— n) Xi 
一 Uy ha + 9) а шаты ( ú ly 
[orto --I*0- x) xml 
(3) 


da c 75 时 有 1 一 > 0» — a. 
X1 ng + 28v X1 пи + 28». g — 2 
有 : 
MIT ] £ 2\4 
“> (€ 一 - = 22a(1 + 8 (1 — IS 
° x) зу («t5 X: 
| б gm? 
1 fi + [2a +m (1 — 125 = Ц 
X: X: X 


> (1 ROO- Ушу 


CEO eaa J 4 | 


па 十 20v Xi 
28v 1 o ти L). > 0, (4) 
пи + 2дъ 4(t, — 4) Х{ 
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ar 


上 却 在 下 面 两 条 件 下 成 立 : 


1 ^u--28»V^?^ ,_ 
eL cs (Pt EST am 
` t 7 4nu(2(1 4-8))7 np mE 
= CiU °Хү, (5) 
I 
“3 
а e Pium (O 
Anull + 8)(np + 26v)ci 


i3 (5), (6) 成 立时 , (4) 与 vs 0 ZEB. BUE {|r| < 
Xi} X 人 {过 1 过 4} Ed. АП a<: =<, WT, 


2\ 1+0 _, LL 2N 1+3 
u> (1 — L) 一 4 一 + >f — HE) . O) 
Xi 2(t; — ti) A X! 


to 2—2 1 5 (9—10 7—2) 
取 ( 和 2 一 4 асас, 1(5) = C, 513 


Uy 
得 证 . 
引 理 2 AFE {al le] < CX) x (< < n), 其 中 
0 < X, < X,, t n, С, == Cn, p, э, с) > 1 uE C", иг 
0, Lux, inf >> 0， 则 存在 常数 Cs, Ce, Cr, С, 


ix Ж it, 


仅 依 赖 于 п, и V. б, 又 参量 4 之 1， 使 当 


dm: — 
C. < us (— n) < С,А, 


X: (Gy 
X, 


-—dl. C, 
X,« GA e (Ža) us 


2 
时 有 
| - іХ үс 
inf u > CA 12) ЛА 


НЕ НЫР à 


证 设 s< n, ШШ (5), (6) 得 到 , 当 X, < cos 时 有 : 


t — h < Си "Xt, 


—1 _ 
— MÀ 9 
t — h 


е 
D 
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mm тта anan mr" 0M ч mc 


w Ee -ph he "er ua 
" клы ü 


x; — (1 — Е)Х, В 
Е = 2 T xi, 
Е 


其 中 оо, 8, 8 为 正常 数 ， <8<1, 设 V 是 由 z<: д, s= 
0, x, (1 一 Е)Х, 包围 出 的 区 域 ， 这 区 域 在 t+ = 常数 上 的 截面 
是 旋转 抛物 面 被 平面 所 截 。 上 一 时 ， 区 域 晓 化 为 一 点 〈(1 一 
5)Xi 03t, 0, 2) EV, , = n 时 ,区 域 最 大 , 该 区 域 与 上 轴 最 
大 的 距离 是 (1 + 8)X,， 最 大 距离 是 由 点 ((1 + se)X 0,---, 0, 
4)€ OV 所 取 到 。 因 此 当 1 + s < C, BT, 
ҮС{х| || < C.X,) x (lu < : < nb, 

适当 地 取 定 00, 8 Ejs, 要 证 明 在 OV 上 与 7 内 62 > 0, X 
A oV 上 的 情况 。 

村 ornip 一 0 上 LE z = — о = x > 0, 

T УПС, Dla = (1 — в)Х,}Г\{(х„)|:>0} 上 有 


I| as Js xi 


当选 取 s,8 使 一 РТ OV 的 上 述 部 分 内 应 用 (7) 得 : 


2\1+8 
— o > (1 — E) — 00 


»^5h-[a —# ++] _ $, 
= 2° (i — ER JN gi y, — ду, 
取 00 PESA Bü >J < „ЁШ 
Dy == 2? 1 一 E 38 g1t2 0, 


上 面 证 明了 w = úa — ç F OV 的 下 ,侧面 均 20. 再 考察 了 
N. TVAE (1) 及 引 理 的 假设 Ze < 0 及 了 过 1， 故 有 : 
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_ 1 
Ж“ > (1 + |2, m |- 2 pi (et) n 
16^1Х! 


1 
EN "P (^ i ) | 
gX; ! — f, | 
^^ —1 Е 
— 70. ri(^ — А ) - 1 
G — 2 lo — f; i і, 


=> (1 + | va 0 | рв 1 ts 
(4e X,)"? t — , (gXjy 


^ — 

(2 _ ç, -+ A | 

w Pnu )F — FE 1 (оа. ° 

取 定 一 3， 限制 6 为 se < ET ДУН ЕСІ РУ 
的 表示 式 ， por 


1 
— 4 一 2 +1 
Ao: 三) CFG S 


$3 — і, 
>” (з—лм) р l рӱн 
(4&Х,‚)° 2 g — 2 
1+5 2—2 
> >” (E 2) эһ oo l1, 


vits — 4) ] 
2976Х{ oo 一 2 
如 果 
ly — i Z ср "X1, 
其 中 cs = ООУ? 则 上 面 不 等 式 右 端 为 正 . 
比较 关于 із 1; 的 两 个 限制 不 等 式 得 GES С, 因此 当 取 
定 
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TPR 


HRE — t = csr Xr, Me FV 内 不 能 取 到 最 小 值 ， 结 合 
OV Ь#>0ШТУЖЯ w > 0。 因此 于 VV 有 : 


1 
[- 1 — a 一 
u > -L &°—2ф, [1 一 (2а. j: 
2 t — d 


改 当 (1 一 E)X, < +, < (1 + Е/2)Х,, х= 0(2 < ; < n), {== 
fs 时 有 : 
pe, 
“= v б» (Š) 
经 转轴 得 到 , 当 (6) 成 立 , Н (1 eX [xl < (1 + в/2)Х,, 


z= BJ, (8) px. 再 由 (7) Я (9 65,] x] < (1 — в)Х,1& 
沈 下 的 不 等 式 


WYq —1 
и> 1 owl (1 e)] 22 1 ei n, 
2 


t2 


因此 当 < (1 + e/2)X,. ! = г, = 4, + сёй ^X] 时 ， (8) 成 
YZ. 


ki s-i nl 
用 (1 十 三 ) x, 1 (> е9) v; (Kk =1,2,  ) INE X, 
1 kmi 
与 由 得 到 , 当 t + z) (1 + e)X, < С,Х,, t + =) X, < 


1 8 一 T\ А-1 
š m e) ns 


2 

n= + ee 1 ,Xs, (9) 
n— 1 

其 中 = 167870 + 8/2) RIA V| z| < (1 + 8/2)X,, 


| а-л 
u(x, t) > e g*-i) Uy, 


要 使 有 名 使 《1 + 6/2)! X, < X, 成 这, 结合 (1 + 6/2) (1+ 
E)X < С.Х, И, С, = 1 + s BRE. ЈН A (RB 
(1 + &/2)*71Х,< X, (1 + 6/2)*X, 
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wu. mam. — пырр a k Jin. 


: - : . = + o mean 
Tr ne pa si i et et 2 AEH адре ГЫЛ РИН = ee d A fe -a Hh = -PP cp er Pp Wai Pe -a-e mn 


ER 
cem _ C., log (16e 2) = €, 
n — 1 log (1 + €/2) 


o7» Te 
H (9) 得 ; 


da а 
t3 — fı 7] -一 l Ii ~ 一 fi 


«XE c, р (EO) 
f, — А log (1 + 5/2) 


togn — g _ 
-HO (LPRA „с, Quo. qo 


4, — t, X, £j; — t. XX, 
- - X: — 1 (X, y&o7» 
t ` > c4 1 moo c, 2 (2) 
і, — fi fÉ, — i 1j 1 | 
X _ X .NC to 2) 
= 2 C, 2 (2) | (11) 
y — T 1 


改 当 


C e M e CsA, (421) 
x: (у) 


1 


时 有 


c1 A? «up? цата 


因此 ， 总 可 于 Le Eue, us] 中 选 出 wo, 使 (10), (1D) 成 立 ， 对 
此 Uo, А А 
g V1 1 221ү 
и) wee ) É 


可 由 下 式 得 到 
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НУ Cy == cC, 则 
“Cs 6 —— НИ 
ulz, 5) > (1 + z) (2) eA T ш, 
Jo 


2-1 
EE С. = (1 + 8/2) с, = Z- АЫ, 引 理 得 证 . 


球 |+ — | < R WA Bre) EE |z al < RAS 
i< п) 记 为 А (2°), dU kr) x (P <, < ñ + nR°) 为 天 Rn 
(3,2), BRCO), R&(0), Kk,,(0, 0) 分 别 简 记 为 Вк, Krs En. 
可 测 集 4 的 测度 记 为 | Al. : 

dig 3 jbO-R-I1,520, 570 及 常数 м2 0 给 
定 , 设 于 Kan = ñ 7) A иЄ CUu Z 0, us — puto] ux| ^. 
则 存在 常数 т(0 < r < 1)， 仅 依赖 于 n. ps v. т, а» й, EH 
2<0<3 М 

Ка, Пи Z wo}| > T| Kral» 
ETN VR, wo 有 

UB pux {IR ten?) 之 сив, 
其 中 < 为 正 的 绝对 贡 数 ， 

证 令 r= RX, t = əñnR% TA/2 < 6 < 1), я = uoU, 
(24А йх,х) — ur) | (BÁR u5”) = АНИ x;x, — Ur. 

为 记号 简单 起 见 ， X. T, U, v[f, 2619, NER А; Bid 
X, ts H, P» Hs Bi» Aiie 则 得 到 : 


(Ey +1 |р ав, 
< n (ү ips, vse Re, 


Lu == Х,4;иа;х; — и, < — a| b| ° 


О = (lix < 1, 0 << lj, 
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Ionfte 2 1H 2[-2:5a -»)| Io. G 


选取 适当 的 函数 wlr, t, N) (0 < e < 1), KB NAA 
参数 ,w 仅 依赖 于 Ei , t, N, УХ? 
[wy Wiss, Wrdiri=7 = © (0 < =< 1), | 
id 
и — tv, FO = G, а < e, 0« <1|, 


и. jT 9O.. 
则 有 ve С'"(О) Пи, (0), Н v. PRG. < :, < n) T [(<x,:)| 


|х| = 74/8, 05: 1j АЖА. $ 
(x, z) = ¿nf 10, v(x, ї)}, 


(x, £2) 为 2(x, 0) Ғе УНК РЧ, z< s< 9,2 79 
Lip 连续 ,关于 : 为 单调 不 增 , 关 于 x AU LES E ES 19), W 
№2, 5 $x(l < i, 1 < n) 对 (x, :)€ Q 几乎 处 处 存在 。 由 第 
七 章 定理 23 得 


[一 inf w(x, ps < 二 | — vdet (2,,,,)dxdt, (13) 
x€ 5, $ 


| Bil 
其 中 О, ж v ГОН ВЯ. 
于 9, E: 
ОФ —# = — = v — w < r < 1, 
|ë a |  —#/(1 — 7/8) < 8, (14) 


这 是 因为 0.соПі|х| < 7/8}, 
и— t = çv = š¿ < 0, и<и<\, 
因此 应 用 (12) 得 
194 < Sit neo eT a 9101 


= e (1 — т), 


war = 0, 《2 之 0。 
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tp pit Et 


224,30; < S v = <и — <и < — uil #|°— 2, 4ijw, s, + Ws, 
d О, 上 (zizi 的 特征 值 记 为 (0<), = ¿; < "t < TA 则 有 


0 < Av = ¿, + ` ` ` + ¿< E 41 
у 


(D tet] 


< X ws T l (— | b| + w) 


(87 и on 
选取 ww 使 能 满足 
| ш, | < eN, |а, « cN (1 < :1, ; < N), 
故 当 |Р| Z a(N) 或 R/tw Z2 a (N) 时 ,应 用 (15) 得 : 
0 < Ar < — п^с.№ + — max (Nel NF, 


max [ — u! p|’? 十 cp 一 ]} 


ip 2>a(N) 
< c, max (N^, Noe (N )*"° Y, 
— 0, < gv < — | Pi ”一 2 z; + fU, < сМ. 
因此 得 到 : 
— y, det (2; )dxdí 
s Ce pa ND) ж/а >a(N)) 

< c,N! max { №, No(N)"?*(1 — т), (16) 

其 中 C6 =з € ,C 4C€5, 


取 a(N) =N, щ |p] S a(N) 及 Rm < alN) 时 有 : 
ан < am (Е) орал 2с, 


我 们 可 选取 w(x, ғ) 使 于 |p] < aCN) K R jus < a(N) й 
况 下 有 : | 


. 262 ° 


tp, < €3 
因此 E 
— t, < L v < — pil p| ° — Х.А, 20,, 5, + tU, < C29 


O ÍU pl «аА Кием) 


<. | det (ue, ) d xde 


Qn 16748) 


< 04 а | (1 一 | x| ^) det (2.,.,) dx dt 

15 Q 

64 . =! 
< 一 г.) — || ux, deus ds | 

15 В, dii i жа 


ej ux, 02,9 Охх 元 一 det CT )dxdt, 
| | (17) 
其 中 нбх, 6) = (1 00 159). 由 于 в(х,1) = 0 E v(x, 
0) 一 0， 因 此 上 面积 分 中 积 出 部 分 [Do == 0, 施行 分 部 积 


分 并 应 用 ui әв, T 0, v,lap, == = 0, XX ze : det (й) = 0 (1 < 


і< n)、 见 第 七 章 引 理 2, гои 
|. и 21? Peng det (йа) 


m |. PON T iti o det (3. s) d xdr 


-i| a- oci) > 


к == } B. 


det ( J.,,,)dxdt 


< 2 | 一 乡 ， >; 9 : det (Sze; dxdt, 
Q 


kat хьхь 


上 面 两 式 中 施行 分 部 积分 的 有 效 性 ,要 仿 第 七 章 的 做 法 , ШИ? 
向 下 作 零 延 拓 ,向 上 作 lr) = #(х, 1)G > 1) # ЕД ,Я z ЖЩ 
化 得 й, Е < 方向 保 四 光滑 化 延 拓 得 „(т = 1, 2,.-.) 于 
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К". НАПЕ НОА, Р B, x R 0, 5t Л. DRR 
分 对 бањ 在 O m X {0 < z < 1} 中 施行 ,其 中 Sim| ao = 0. 施 


行 分 部 积分 后 再 令 | | =h ,| ， 令 той GQ — 0 于 
下 面 讨论 ) 而 导出 上 面 两 式 的 成 立 ， | 
上 式 右 端 积分 于 非 接触 集 9O\9， 上 为 零 , 即 
п 8 , _ 
os NES > TEM je Hays) dde > (8) 


其 原因 如 下 : 固定 xod, 由 3 de Gus) 作成 的 法 线 测 
度 记 为 (2, 4х[4ху), Wi B 
05 (5. Sr deus = » 
|. а (s =) dxdt 上 | oo, dridi, 

О, № 0221 Gz 不 存在 的 点 集 的 小 邻 域 ，O = (n, 012 < s )NQs; 
Qi nm {{х, г) | š 一 < v jNOo, О, = {(х, {)| й = g == v }\ Qo. 在 
Q 50, E410 时 积分 的 估计 与 第 七 章 定 理 21 类 似 。 O, 与 
0， 上 更 简单 一 些 , 即 不 必 像 第 七 章 定理 1 那样 再 分 离 出 距 О, 很 
近 的 部 分 作 另 外 处 理 , 这 是 因为 尚 有 一 次 对 x 的 积分 ， 因 而 边界 
集中 测度 毋须 作 特 殊 处 理 即 可 整个 地 令 1 ~> 0， 又 我 们 需要 证 明 


мг ЕН, " ; 

one ct iu or o (> r) = 9 (19) 
对 几乎 所 有 的 xi RA., f EXCSIERJ xi d {#ою(#„4х/4х,)| as > 
0, HRR Т xc 一 有 7 一 1 维 角 点 . 乡 是 5 的 下 媚 包 ,因此 
必 有 两 点 (zy л} +, x) 1,2) f& 

(xi, Lrs x4) = GUC axi, xl, ete, 21) 
+ (1 —– 0)2(%, xi, x1), (0 一 9 一 1)， 

Н. (z, xi x) 是 关于 (at, 73 2)(i 一 1,2) 附近 的 
绝对 最 小 什 ， 否 则 不 可 能 构成 一 1 维 角 点 。 因而 允 是 孤立 点 ， 
只 能 属于 ~ 一 个 可 列 集 ， 因 而 (19) 得 证 。 х, 换 为 rate, n, È 
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à 一 0 得 证 (18) RM. 


| — v, det (v.,,,)d xdt 和 co (1 — r) 
Os 


п 


十 «| — v, > .0 det(vrix )d xdi 
оз ё = 1 дох ` 


其 中 су = F c. 类似 地 得 到 


| –, У) .9.. det (vir)drdt < n N71 т) 
О» 


КҖ = | О хрх 


"n 


+ ne | — v; » — det (e;<; )dxdt, 


Qs k,í=1 Ove, Ü rix, 


Гы 


因此 得 : L 
| о, det (0. )d xdi S cu N°°t3(1 — vy 
Q: 


+ Сі | —ф,Араха! < сМ?" (1 ~ 一 т) + C13 


Qs 


Avdxdt, (20) 


алиа ано 


yo wlx, t) 使 


Us. 2 0(N)> 0, (r= xl) 
eal 

+ 0\10, О < ran). 则 有 

« ОПОТ) 


Avdxdt < | Ei | Avd xdt 


Qs xL 2rTOND) | Y (N ) 


m 


QNIN) Y(N) 

、 dxdt 

== | PI" 
2 Qn xara? Y(N) 
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nins ci id -eo vs anorak: coru iep aem ` йс щи гыры. Am -ышыз s ою i е UE Tp NI az suqun" Wapu: RR ммм а . 


8 | dxdt = 8 - 2"y(N)'*. 
Y(N) J опат 


(21) 
iu 


p == й + ©,» (r — | x )。 
由 于 
„ " XX; 
Drp — >; Oriz 0. 之 0 
r 


f j=l 


TAR w, > P(N)。 我 们 有 


9 


й,, = We > P(N ) > 0, 
因此 4, 为 单调 增加 , 4, 对 任何 :& [0,1] 与 任何 方向 9 一 x/|x| 
至 多 有 一 零点 ro(0, z), Bp us ro, 0, t) = 0, 我 们 有 


¿>| PCN)dr = RUD о), rn 


—% > |" #(N)ar = EIC — r), 当 r < fo 
两 种 情况 结合 得 : 


а, > 8(М)|, — rl, 


Pl > jul > 8(N)Ir — ril. 
这 不 等 式 结合 (15) 得 : 


0 < Av S Уо, „у +L (alel + w) / 
p p 
gam} 
\„ т] 
ио 


< É там L вому р 
f p p 


| Леха! 
Озара) аб) ЭВМ) 


2а —4 


s-] 3-9 
| Q| 77! 


2-1 1 
(Av)? dxd: | 
Q (lp IKEN Фаму BON 
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ів 一 4 


5-1 9-1 i | ‚|°—1 
< {| (NS: eet Spr] е Bom asd] 
Q 


[al — 0171 < сл + NEN "*](1 т), 


(22) 
结合 (13), (20), (21), (22) 得 : 


[—inf v(x, 1)]° < coN?""*(1— т) 
z€ В, 


+ c EN? + NBCNY IA г) esr (N), 
(23) 
wx, z) 的 选取 方法 如 个 : 令 


wx, 1) = [1 — e ry, 


其 中 6 一 1 一 slat, 又 K(0)€ C'[0, 1] Я. WA 
wal = — 7 NF(O)e MIO — ema], 


Wisil = 22 N u 5) e NIKE | — e N16)] 


+ f (0yN[2e NO — e 1%] l 


2 —Ntj „ы 24 Nt] : — “Nef 
_ 128№е (1 е Fir +f Nit 2 c -) 


49№;} еН 一 
128 Ne (1 — e) [ys nl. 3 vA 
> 49Nd Ш ub (1 2 sd] 
192N" 一 203 — 一 2/3 Р? 4: __ 3 
> HIN оар, JU. + (1 2 wj 
м Nj 过 2/3 К 0<;<1 HRM. HX 
| 2a ө? в 


Ө? 

一 - -一 0< 8=< 0 

1 十 a 0, 24a a ( ')» 
f(0) = 


2 a 
ü c Gta) [1 — 8690] , (0,< 0x1), 
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其 中 0 <@<1/2, e-i-e- tit, 0, 为 待定 常数 


Ф» 36 < p < 1 — 0, 
38 一 9) 
ox 43#— ФУ, засе зе, 
£(9) — в) 
Фф 一 


28, 0 < gp < д, 
其 中 6 = 1/N. 显然 f(6)€ С[0, 1], SRE T(N) —21/8N, 
于 区 间 6 < 9 < 1 — 3/N 中 有 : 


r: ^1 3 4(1 — a) 
+f'|1 — — Nf) = 
waru- M) a+ кр 


| 


^ EPET (2) [1-2 — (1 +a) + a) РЕТ) 


_ 2(1 — a)(1 — 2a) gis (1 一 2ay 
(1 + aY(2 + а)?  18(1 — «№ 
当 我 们 选取 
Ө. = É + а)(2 + ZI 20) 
6(1 —a)N 
时 ,由 此 当 0<б<1—3/М\М 时 有 
i М < 1 — 2a c2 
3(1 — a) 3 


于 区 域 0 < 9 < 0, 中 有 . 
mf =з — 12a- Ө _ 4(5 + lóa 十 4(5 + 16a + 997) (2) 


пын 


l + а 6 3(2 + а) (1 ay 


+ 15o* Е _ +__ 80 4- _( (S) А 
3(1 +u) 2 +а ‘Ө 
шоа. с TIL 
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Ё 0 <а< 1/11 时 ,我 们 有 
ff +f'2> co, (0 < 0 < 0,). 


[4 +f ( B r ND... = €» оу). 


因此 当 0 之 9 之 1 一 3/N 时 有 
192N: = 2⁄3 — 2743 Дд ғ? _ 5 之 n 
Misis SEL a(i — e JE, +f ( ; Nf) cn, 


因此 我 们 取 8(N) — ex. 
Wir, == -7 Nf (8)e Мру. сму 


a Ө За Ө? 
1 — ——— — + — 0 « 0 =< 0,) 
l +а 0. 2 +а 02° OSES 6), 


2( 1 mM a) _„ 
П+а T9 — g(@)] "g (Ф), (6% < 6« 1). 


因此 f(0) = 0(1), wa = O(N), 
4, — — Wix 一 2N](0)e N'1 一 е9] = O(N), 


于 集合 Q, lp] < a(N)j I: 


f(8) 一 


LM = lizi 一 Ф| < aN) + 8 < < 9, 
NO < c4 N0, = O(N"), 0 < 9 < 6,), 
мө) < ^ ы Ca OY ( ) ( = 0) 
cI INO < С25» (0) < 0 < 1), 
因此 得 到 
U, < 9 + cxN](6) < с„, 
U xix, == W |x || zi TIT + Mizi Balal — д, (1 < t, і < 2), 
Ed |a| |х| 


128 TI M a sn 
APT 49 N Ё е Nd T f (2e ?MN .. см) | 
= O(N). 
这 是 因为 ; 
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2 +а 6: 1 + a 6, 2 + a @ 
ff" EN O(1), (0 < б< 6,), 

40 a) oz ] — 1—29 ^ — gall 

ü c ayG ay {П — 2921" "g'(o) — al 


— glp) **g(p)') = О(1), 
Mn a әм сна — 6H 
|х| Ф №;) 


O( N?0) — O(N), 


(1 — 2a 0 у а AC je Ө ү ба а 
l +a €; 


(0, < 0 < 1). 


(0 < 0 < 6), 
о {Өг — ер) еер) 5] — ocv), 
(1/N < оф p < ] 一 0), 
0, (0 < p < 1/N). 
因此 有 


Wer = O(N), (1x 
由 《23) 得 


一 Inf e(x, 1) 
B 


t, 1 < n). 
3-5 1 
< cal NPQ — r) 十 (1 一 resi + Nia рат 
3— s 1 
< ca[ №" (1 — r)e-3 + NI77]s*1 
= c(l — p) DO HG -1 
3-6 
SRPEN = (1 — 7) 006-0 时 
取 e = 1/11 得 到 
inf u(x,1) > nf wlx, 1) + nf IO 1) 
1х1<3/ 


(1 一 。 à” Ka "eS 
2 2с — с=з с, 


у 1 _ 了, 一 10/ 
当 我 们 记 “一 二 (1 一 * 7 Bg 
г >> | c ) eS 
т" | cw | 
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"M. 回复 到 最 初 的 记号 , 引 理 得 证 . 

引 理 4 Аж 0<К<1,щ:>0, (E а = 2119, 其 中 [0] 
为 5 的 整数 部 分 ， 又 2 二 o 二 3. 设 在 柱 形 区 域 Bog x {0< 
< umR} rH, иЄ CU, 420, u= — mml P|, (Р = u). 

则 存在 常数 rT(0 < + << 1), Cs, Cy 与 C, 使 当 C, < na ` < 

2C,, R < Cum, (Kra llu zum) 2®т|Кк,| МДӨ: _ 
| м | ахд „ку 22 Симо, | | 

注 ” 当 柱 形 区 域 : 方向 长 度 短 于 pmR"， 则 结论 在 该 较 短 的 
柱 形 区 域 中 成 立 , 

证 按 引 理 3 取 定 r, 则 有 


un ‚х1\==лК° /2) 之 сиң, 


" 
取 л = n R°/2, X, = 3 R/4, д К< t am R^, X, = ЗК, 
A=2 n — 1, m 用 cw 代替 而 应 用 引 理 2， 再 记 2c (3 
© (4n/2)697? C,— C, (2—1) *—1(4н#у-©е C, == Cu, (2ш — 
1) 78—704) а С, = Cu。 就 得 到 所 要 的 结论 ， 证 毕 . 
引 理 5 给 定 可 测 集 TCKe |Г| Z 0, W q < m. 
for ÜU б) XR 


0 „0 
KR,n(* T X Kg, nt 
nicnn! 


+ 2HR] NA Krol! TAKER, 00] Z r|Ka,,(z2°, 010, 
则 存在 常数 Cus Ca 仅 依赖 于 л, п, пи, o 使 下 面 三 情况 至 少 有 一 
为 真 . | 

(1) IP| Z [1 + Cu(l — rr) à |Ё| = |Ка „|; 

(п) 存在 Kras °)С Кк, ЖЪН БА t= rR EH 
IT A Kr, Ct", r)| 2 т|Кк„(?, IP 
R > с ( Dy Ra; 


| ANI 


(їп) 存在 K g CO 00) C Kg, 使 2] < 3] EM т, 


• 271 $ 


~ tm татыта: eh ы: + ТИРЕС РРЦ. ЗАС -A о а E НАНЕ генча ow = onn nip paar AELA, CAR CAEN C ана, 0 scam i80 .. 


IP K. „(0,)| 2>т|К» (0, 01, 
其 中 stg P, P 为 整数 ， f R°, 1€ (10,1,:-. — 1), 
证 不 失 一 般 性 可 设 R = 1, jülog,(m/m') = А, 分 Kin 
为 28 个 相等 小 长 方 体 Kat, s), Ж [A] 是 4 的 整数 部 分 ， 


0 - . ” j 
vm mam, mins OL, EL KD 全 


\Г ПК, (0, #)| < r|K,,.(0, n). 
Ay 2590570) 个 相等 小 长 方 体 Kuao Ж 


02° 


— | 


Mmo e] 


任何 Kam, 使 


124 to7 0]. 


ГАК», 1 < TIE. 
Bg manuto 个 相等 小 长 方 体 Koss 
小 长 方 体 К,-*%»з ЖЕ 


куо = i28 Rr Uo bk 
"k 77 FIT (21) = т2 


因此 有 sq <2 E ç — 1 < [А + ko] 1А + (&—1)e1 < 
0 十 1, Н 

[z] < [4 + ko] — [A + (k —1)е] < fe] + 1, 
即 对 应 于 A < í < n) 方向 二 等 分 二 次 , г 方向 等 分 2a 一 
0 或 1) ZX. 

首先 考察 最 大 的 长 方 体 Kirk, „(Ка 0,1, 7) 满足 条 件 
IT Kt mi 22 r|K;-^ mp 
ш р = 0 时 情况 (11) й. GWAA K> 1, dk Kt. 是 由 
Вк, 分 得 . 设 z 方向 具有 这 同一 性 质 的 长 方 体 为 Kite 
(19 0,1,:**, L), БЇ 
ITA Kit d < r| Kinl (OIL), 

但 至 少 有 一 КАСКА, E 

IP T Ke] e r| Kb, |, OSS L) 


° 272 ° 


m. 但 任何 Kr c K sne ә Kit CR Za, С ==], 
2,.--, 2^*li* £cl [iH 7 De) 均 满 足 | uu 

~ ITA Kita] < r| Ki- э. 
小 长 方 体 Ki k C RÀ SAN HJ Em = ge UE anke, 相 接触 的 
记 为 Kod (QQ«i«27) Ж Кн G<; <2) 是 


2 Ап 
К н ВУКУ ЕТТЕ р-н, В. 
由 于 按 定义 有 IT OK, „! > r| Ki tn, | 0 < =< L), ЖЗ 
Кї, CP < <L), K CTO < j < 2"), 
因此 应 用 下 列 诸 不 等 式 
| ËA Kitt al 之 | T AK-t d 5 
[FN Ries, | 之 | TA Ki- nl 十 (1 m T)| Rikt a 3 


(1 < ! < L), 
Ёк | >|гпк | + (ü DIK, |, 
(1 < x 2" " 
9 2” 
2 一 人 二 1 кү | — l n K | 
[= 1 "ki U M 2101 U ] ur 
= Ë + rwn — 5 i: )] 1 8- — К+! ы! 
=| gl~ ; L ” 
> L + 2” (1 — 2) Riktig UJ KEP 
L 4142 o m * з 
我 们 得 到 : 
L 2" 1 T i 
d lf Lt1,j a n <i 
u iU Ritus, U KT H- la] U KE. | 
{ = 0 j=l R 2 i=1 
1? 
> |гп [U £e U канае 
l0 і = 1 
L. P _1 ú 
. Ki-k+un _, K thi —— Ku | 
网 J tk 2 J dur 


ri ee 8 с. Dc 
rr 


ñ | 2 ied 2 С | м 

м4 27191" (12-7 ú | 

+ 0-9) 
| I ~ a” 

! ` x IU Krèt agai U кы}, (24) 
' і 7*0 171 


* нл, 的 下 面 在 一 0 E, Ko. UIS?) 是 不 需 


要 的 ,于 (12) 中 去 掉 U Кру, 的 项 ， 当 Ritem, 的 上 面 在 
{= 1 


t=} E, ДК 在 Kl < j < 2°) 之 外 ,这 情况 下 (12) 
HTAR: | 


L 17 
h N IU Кк ai, на — T) U Kem 
j x1 


| = 0 


ri 


1—т 2i L + 27'°!-5(1 — 27191) 
— K -iof -之 1 十 — " . а-а u... 
219) U ' эл, | L +1 
| L 
x (1 — | rN IU кы), (25) 
I = 0 


Ib #5 Kirk mC Ki, 使 满足 
| ГГ\К,-* „| 22 т | К,-*„| 5 
HF ККЕ КЕ АЖЕП. 一 般 我 们 又 得 到 (24)。 但 当 


UK， 曾 考察 过 ,或 К-ка ВТЕ е 一 0 上 , 则 于 (24) 


中 去 掉 UL) K2y, GU эң U к AZRIN Күлө, 的 
j=] | j-1 
上 面 在 =n 上 , 则 Q4) 用 Q5) RE. 
(24), Q5) 对 所 有 总 加 起 来 ， 且 注意 到 当 кор, 的 下 面 


在 U К, BEHA СК, < К) 时 有 : 
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1n 2: 
л) U K, = U K, А Ë 
j=1 TTE k 
由 此 我 们 得 到 
- 1 — 277! 
(1 т eif > [+ ü — | 


. гп {U на, 
其 中 了 是 在 (12) 中 的 (Kw 外 的 ) 所 有 下 面 在 1: 一 ww 上 的 长 方 体 ， 
由 于 了 为 可 测 集 , 故 有 
门类 Rn(x ， (P) — — е ,0 .e. 
| Ka, (2, ° )| | >т 4 R0, V(x, 7)Є Ta.c., 
因此 
| {U Ён == 0, 


й = 1 


en (D е я. 


к= 1 


、 1 — 2191 . 
因而 当 Г 的 最 大 高 度 不 超过 стуу рү!!! 时 ,情况 G) 20 


真 ,其 中 Cu 一 LLL s. 否则 情况 (i) А, 其 中 Cu 


1—2 7 1⁄5 urb 
cer . SIEH. 


现在 可 以 证 明 下 面 的 密度 定理 了 了， | 
定理 6 iZ > 0, 0 < r, < 1, > 0, C = C(n, n, v, 
9) > 1 已 给 定 ; 其 中 2 和 < 和 3。 则 存在 仅 依 赖 于 n, д, v, о, 
m. To C 的 正常 数 E, я, Ë 使 当 R < Em, ñ< nd < Ci 
uE C", и:>0, ws —pmwlpl" T Bois X 10, пк] HAB; 
| Kg Z9 y| > t| Kral 
时 , 则 有 


и Bg CU ЛК) 之 C Mo, 
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Ee ані а Е РР ИНИ НРНРЕНЕНЕ О EL РЕНИН pe ph sk er 7 


证 我 们 有 


| T ^ 
| K ga enn Г\ {u 之 н} | 之 了 | Kg ae al a 


W T = Kpr a-ra N {u Z ш}, Р == Кр; amA { и 之 Cuts). HI] 
当 (1 — r,/2)m Z Coup 时 ,应 用 引 理 4( 引 理 4 的 mr 现 分 别 是 
7 = Cus °, 0/2) 知 引 理 5 的 假设 为 真 ， 但 其 中 Ro 与 站 分别 是 
R, (1 — r/2). 再 应 用 引 理 5 知 引 理 5 结论 的 三 种 情况 至 少 有 
一 为 真 。 | 
“їнї. G) 为 真 , 则 有 
| Kg „(а-г 12)9 a {а 之 Сыш}| 


之 [1 + C,(1 一 717 | Ka е0] э 


EA, T Hy 
Г = Кеа. M {н > CI), 
F = К, arn) {и > Сї}, 
p == 2!°!##,‚_ 64! = CCRN, 


r= [1+ Сый — ai, | 
У R < ССА М (1 —5/2) > C, (Ck) BF, mE 
情况 (1) 继续 为 真 , 则 有 
Кеа, N {u > Chu 


= [1 十 C (I mn т)]* 了 Крке. 


м k-1,.,2,-, В (б) 均 为 真 ,其 中 
ho == lone — | +1, 


log [1 + С,.(1 — r)] | 
则 应 用 5| 理 3 #8: 
u| Ba хит /1)887) 之 cCixo， 
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«~ жа 


a — Г E r 


Mua 


CP t es 


f ` А MN u vA 
其 中 R< СС, (1— B. 2 CC 人 :oj 。 再 应 用 引 理 


1 得 到 , 当 
___1 ) 
É R< CA s=2 c Crus, 1< 2 С, (5 3J (cC) A 
4 | 


i 
了 时 有 : 
“| Bp атор -之 cCA 77 T= Chuo, 
如 果 引 理 5 的 情况 Cul) 有 一 * 次 为 真 , 即 当 
R < ССМ ио» (1 -一 т\[2)т 之 Coh Cn но) ° = T 
(1 < Ki < Ко)» 


则 有 : 
ESTA ts) e Cis] Z r| Kr (0 һ)|, 
,/ 2 
Ж т < < ims — жк: Wao < (< 一 — n... 
l. WMJB5 3 得 : 
“| Вард (Esen RO) 之 с Cio, 


再 应 用 引 理 1 得 , 当 


时 有 : 
“| в, nxiten > CA c Chuy 
如 果 引 理 5 的 情况 Gi) A- -KARB S 
R< CaCli^w, (1 一 E) л> C Ch tu) = m 


(1 < K, < ki) 
时 有 : 
| K g n (^, Pu > Ckm) 2 r | Kpr, (а, 0), 
Ф 21] Ф 


_ mn ro = > =. 
- TD i ШЙ. л, - pl ыз A Q. “m ammi anle сә —— - - тав. тан Pe — r. a o pn mid. co ap”. - pr Ас га m——- 


其 中 

|| < (R — R), #+wR= (1 ы) nF, 
m < n, < 2л, (26) 
1/7 
Cs {0 + Cal — r)" ni R < R.< R. 
2 
应 用 引 理 3 得 : 
u| Bsp AGOYx drm 1 1n" y 之 c C iius. 
< 


X, == ” R., fi = (1 — T, X, = P 1"? R, t, == n R°, 
应 用 引 理 2 得 到 , 当 
g C, (0 —2) 
2. C; (2 20 (mv E) | (cCuu)? =< 7 
2 R, | 


c C, (0-72) 
« 2 C. G 20 UL R) (cCHuy) "A (27) 
1 


C 1 
«€ ( А) A “Lc Cit 


US Зд! 24! Q 


了 时, 下 去 成 立 


, -— 1 ү R 
inf u => CA 2 一 : | 1 
B, x (tam Ray 


C. 
K 
) € C dto, 


1/2 
2A 2n" R 


(27) 中 R/R,, R/R 可 用 不 等 式 (26) 代入. 
关于 7 的 诸 情 况 下 的 不 等 式 当 生 之 qup < Ср 时 均 能 满足 ， 
只 要 我 们 取 定 


$ == max т Cs, 2 c'*C, (= 20 
2 


— Ti Т, 
1+1/6 loanANC (0C —2) 
* 2 n ó С ^00-—9) 
С - 11 s 
13*1 


а. +. чай ill 
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ó 
Cf = min E C, =) c, 
Ti 4 


2 єз”° С, e 22] (22)2)6, 072 l. 
2 


T, 


ц C(21) 给 定时 总 可 定 出 参量 ACRI) 使 上 式 成 立 .由 此 定理 
的 结论 就 得 出 。 证 毕 ， 


$2 ДЫҢ Holder 条 件 估 计 与 第 一 边 什 
器 题解 的 存在 唯一 性 


由 于 具 第 二 种 自然 结构 条 件 (1)、(2) 的 拟 线性 抛物 方程 不 存 
在 解 的 Harnack 不 等 式 , 因 此 我 们 仅 用 密度 定理 来 推导 解 的 Hö- 
der RFT. 

id 4(P,, P) = | x 一 + + | # РЧ", Жєн PG! 0), P, = 
(x^, z). id d(P,) = nt а, Р,), d> p, == min {4 (Р,), а (Р,) }° 


定理 7 设 xcEC 9) WE max |u! < M, ич В(х, 


t, 4, us) ГО, XE (1), (2) B 2 <ç < 3, 则 存在 Y, Cu? 
Cu RRF n, в, v, 0, M 及 dam 0, (E4 4(P,, P.) < Cudp,r 
АЗ: IP., PD 
| #(Р,) — и(Р,)| < Cy k= А 
WE 经 移 轴 可 暂 设 P, = (0,:--, 0). 构造 标准 长 方 体 
K; 一 iG, Э] |х;| < R; SiS n), 
—S, <: < 0} (J= 1,2,***), 
这 里 
am 大 一 了 = 3⁄2 . = íf Г.Д ү аы == Tis, 
Rj = Ei, E = Ba”, 5, (5 m) (2вК)', B— Mm 


其 中 л, 2/4 < < 1), 广 为 将 于 下 面 定 出 的 常数 . 
要 用 归纳 法 证 明 
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osc и <= By (ij 之 h). : (28) 


WÈ HAZTA BRIA: m 
osc u < Вт, osc и > Ві, /— (29) 


Z3 ШЕВДТЕ 6. 7, b 适当 到 定 下 (29) 将 出 现 矛 盾 。 记 
| maxu = u(x’, f), minu = u(x’, f), 
K; Kj 
其 中 
(x', t), (x^, £’) € К;. 
id 
1 (max u + mina) = ug, 
2 K, <; 


Kj = {(х, :)| Е < 20К, (1 < 1X n), —$; <1 < 0). 
个 失 一 般 性 可 设 
КП {н — = < 0} > 2. КЧ, 


否则 用 wo — u IK u 一 ww, AMENE SZu= B EX L (—u)= 
—B. ië | 

Kjel(x,0llx|-22R(01x ix), —S < í < ñ), 
WIJ 


|K N {u — w < О > IK! (u — m< 0} – -2i Ку 


一 上 人 
>l |R| -K| >. |K. (30) 
2 (8n n) 4 | 
id | 
1 Alum u.s) 2u 
U = — [e „—]], А = ° 
h y 
ju 


Z U == > Aux, £, Hd, eH WP, — U, 
uA e^ 7*9 B( x, t, u, e fp) 
+ he "7n NA (х, 1, ü, e*n WP)U,U,, 


• 280 ° 


Omko o DE i. . piep irae Lieh Arhi eR he H e r A- EN A aai i = | 


~ c^ ubi 4. e hoUt- uy) p| 91 
4- he hy e ho 3o vg) pjo 
A071 G7 g) | Р| 9 — e^ M9 


一 pe u 


> pe 20 DM P| ° __ p eM (P — U.), 
又 
ve еам + |P|°2)| 8]! K BACs r, u, ee 人 PP) 
< де? + |P|°2)|8]2, eR”, 
id | 
Ü = U — ue" (S, + 1), 
则 有 
2 0 > pem] P| (P = Ú.) 
Xp (30) &. 
| Kin(Ü < 0} >- Kil. 


我 们 要 应 用 密度 定理 6, 其 中 š, fs а 的 参数 л, x V4 9, ftis 


са _. _ uh e DM 1 
ri C 现 分 别 取 为 1, де! 9M, perite DM, g, P 


3 2(e^* — 1)? | 4 3 
(2e). 下面 要 证 明 


зир U > rŠ | exe (4 OSC ) 一 1 == U,, ( 31) 


Kj j 


其 中 


Ki = ((z, Dl x < Ri (1<< i << n), —5 <1t< г}, 
当 (31) 不 真 , 于 К} 对 通 数 
w = U; — U 
去 验证 能 应 用 密度 定理 ,其 中 ш, р, R 现 分 别 为 
Un, 15 п) » hk; 
HT GI) 不 真 ,因此 于 K; 有 hem 


“20, Fue pe ten wel В ga 
e — 
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-ori rp me Tm 2. fot 


К? = Кав, (ту e (0, — $; a), 


„(Вв jj Up 2 2 1 + | E Ur 
-一 {19° == > | exp | — osc u — 1 
dv 1 ° I Вз! д ~ 2 к; 


g 2 
= p [H ose u exp (P osc w )| 0<0<1). 
Pn! Ki 2 к; 


MH (29) 及 上 式 得 到 : 
п (2) Dr< (Dem) a 


2nRj < Ri < kaa < (872%) h 


Ü, 7 озси 
=== (вту < š, 


当 放大 时 上 面 式 子 成 立 , 因 此 上 式 当 j> h 时 都 成 立 。 由 此 ， 密 
度 定理 6 的 诸 条 件 均 已 满足 ， 应 用 定理 6 得 : | 


wlt, г) 之 46 + °) | exp (>. озо 中 一 ||. 


或 
U(r, д) < 1—6 P É Є OSC и) — |. (32) 
h 2 Е; ^ | 
由 于 | 
u(x, 1) — но == 1 OSC 4, 
2 Kj 
因此 


00а, гу = 1 ДЫ (2 осн) —1] нени). 


结合 (32) EEI: 


6 < - Sii < - 1 UE 1)" 
АМА 一 0—2 
ñ ij osc u Bni (5 2 

2 


[ 160 (8n YI]. < [16177(85)7t«]" 


< B oe S 2M? 
205") 
В л ЕЕ 
(8072) i < min |М, i | ?. (33) 


Д] (32) 不 真 , 因 此 (31) 为 真 。 或 


В osc n = c -— M 
sup e^ "eme? Kj (14-5) —6 Z exp Е (1 + 722) osc c u| 
Ki ° 

f 


上 面 右边 不 等 式 如 下 导出 . 4 2. ова а= 1, MJ 2€[0, MA]. 
令 
| Jay=1 +£ — £ Í — h, 
则 有 1(0) = 0, | | 
f (1) Fe~? uu e AME „еМ МА > Ee™2[1 _ ема] > 0, 


故 当 1e [0, Mh] 时 有 IG) > 0. 由 此 得 到 


sup 4 之 ug + 1 (1 + e 2MAE)D оѕси, 
кі 2 K; 


osc u Z° supu — inf u 之 > (1 + A eL Josc us, 
ў 


К; кі Kj 


№1 
osc < ( + ~ см) OSC U, 


Ki ` Kjt 


取 я—(1+ он), М 


T. | w -d * j 
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= “me aroma ns ac mI oe lt Mesum - a. - L CEE aca. пра нда et. oe a- ^ a k o- E: aer RR IP A rp r m " - 


osc 4 < n osc u x бү, 


f—: 


这 与 (29 ) F. AE (28) А j ју 成 立时 ，Vi 之 加 均 成 立 ， 
M ј == у 时 有 : 
К. = £ h = (Bn), S, = FM [2n(8n 2) «]*, 
今 不 再 假设 Р, = (0,:::. 0), uud TEES Pup Ж 
тах | «(P,, P,) < 一 ~ XP.) 


(附带 地 得 到 P, + косо). 因此 j E y mex (33) 而 外 , 尚 需 
ka | 40Р.) 1 [PIMA 
(823) h < min | o5 " 2n [A | |- 
此 情况 下 有 | 
osc u < 2M = fn”, 
即 (28) W j= 为 ERY. Bd j> h WIRY. 
dou Plr, £), P(e, EQ, Н n< z! É 


KG, Р) < + ФР) Cdp, OR C. = 2 即 可 ) 


时 ,应 用 (28) 及 天 ;的 定义 得 : 


@ | log(1/7) 
|и(х2, P) — ult л) < — max [max | x} — х! legt |, 
{жс н 


" log(1/9) 
| Y | à — | ү» | 
-2 PET 
< maxil, шу" ) | 


log(1/3) 
* {max [max | x — xil, | P — t| op lesë 
uw 


log(1/7) 


<e! 2 一 yl 十 P — n] >) loz£ 
oi | log (Om) у ç — 2 ( log (1/5) 
Co 1( н о) 


log š 
+ 284 * 


< c, [402 T, 
Р.Р 


其 中 + = АШ 定理 证 毕 . 
* log š 

要 做 到 在 0 中 Holder 估计 成 立 ， 尚 需 作 近 边 Holder 条 件 
估计 。 其 做 法 和 前 一 章 类 似 。 设 ulag 一 WE L, 8/e 阶 的 
Holder 条 件 ，Halder 常数 由 下 式 定 出 

L ut (x, г) 一 u* (x! э 2) 
(х a bt) e ө*о ([x^ — х1 + | 8 — |)? 
(0-851). 

ОЕ 8 存在 常数 Bl, Cw 仅 依 赖 于 л, а, v, с, М, P 与 
dam Q, 使 of, < 8, BW € СО) ПС(О), u* e C^*""*(0*0Q) 
(0<8<1), u 满足 方程 Си Blr, t, и, и.) 与 边 值 条 件 
ulag = u*, lul < M + Q K (1), (2) RZ. "Я 


ибх, z) — ибх, 0)| < Сы(1-+ ¿) —— zc ү 


Єр 77 Chio = ә 


其 中 d( x) = d(x, OQ ). 
证 dd 
U = " {exp {hlulx, 2) —u*(x, 0)]) — 11, 


其 中 д 24| о, PE, 


类 似 于 定理 7 中 的 证 明 得 ; 
0 д 
GU > щ|Р|° — u, — 9. 
ml PI? — и * ~ х4, Ox, ; Ot 
P = 0,, 


vall + |P|° | £l? << XA 55; < u (1 + IPIE, £e R, 
其 中 ру = ye 2560724. до == peh 072 u = ue oD "E 
ue? M, id 
n (x) 一 (1 n — v = 10, 
2 Í ^7 
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nn Ра маа теа 


其 中 К<4(+*), m > 1, #1 FERE. RHA: 
EMES сыт, "4 È 一 4mpo(l1 + P|) 


应 用 不 等 式 | 
min (a| p|* — 8| p|?) = —(a — b) ( Gy. 


(22570, а> 0, B0) 


及 К< фато, RITE: 
Lv >n И — 2ш(1 + |P] nl | P| + Un 


=> [anl p| "C — um — 2 (1 + |p| t ) 


1"1/nm 


1 7^ IP| — e + |Р) 1" 
e í — с 1 + 8i М. 
с 2 ) = 


9-2 

L/m ` "ei —-1/m -]1/ns 

> {- — 2 hix (8 ) Je nn эл" Л ) 
U Pe R ' R R 


— m 
— с, | + (t" Ly / *“' || ,D*n 
R R: 


= —aR E Dv", 
上 式 的 成 立 是 在 取 m 2 2 + 7— 之 下 ,其 中 D = det (3,). 
由 此 应 用 Александров 型 极 值 原理 得 - 


1 
рэт "+I 
sup v(x, ғ) < sup U + c; — ( | 2:0) 
Verr urne Кні VICE 


< c | c g RP + e(t. 
R° 
1 


| TES! 
«G^, ту — t Gh 0) < all ае + c (=) “|. 
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四 rrF r ok 


FR- os AE Mp, dde OA, h -pla E r ea- 


U Hi —U 代替 ， 得 到 uta, 0) — ul, т) BRATA, ER 


B 
Lul, т) — u*(a*, 0)| < call + cpg) rrr 


B 
< c (1 + св) #(х„)т°+т +8, 
FAH rdt) рўл, 0H т> PIE) 时 它 显然 


= c - È —_ 48} 
成 立 . Н Cw max(2, 9) K В, + (n + Dé 引 理 得 证 ， 


当 OQ EC’, RIEA х 坐标 双方 非 奇 异 变换 ， 可 设 OQ 
的 一 部 分 在 х, = 0 上 。 移动 坐标 原点 , 设 {х||х| < К, z,= 
0; 在 此 部 分 内 ,和 且 设 {r| lr] < R,z, > 0)c 9. 

3]38 9 存在 常数 6, 6, Co, Ca IIT n, a, v,0, М, 8 
5 dam Q fii 6 < 6, H4 ue CHr|jr < R, x,> 0, 0 < , < 
T} n Cíx| iri < R, x,z0, 0 < << T), u*e С? | |+ | < 
R, x, = 0, 0< < Tj, (0 < 8 < 1), u 满足 方程 Su = B 
及 ulog = u*, |u < M TQ. K (1), (2) RX. 9: 


8 
jule, 2) — u(r хылал, 0, D| < Coll + (s) (34) 


当 xz, 0, || < R/2, #+ К°]2<< P + RP > 0) 时 成 
У. X ‚ 
ytle... х. + 
| u(x， z) # (xi, s Xa-15 Ü, 0)| < C1 e R ) 


(35) 
当 x, + 6770, |х| < RÍ2, e R° 成 立 。 


证 记 
iG, 0-0 — LEY (! =EN ‚ (ml). 


设 Ü 十 下 "/2 < HSP TER, iu u^ = #*(0,..-, 0, t), 


n=] 
s Sa 
diui +е ата + 8, 


R° +2 


vlr, t) — n(x, t)s (u 一 u* y", 


Qi 1 m 
Жн в ANEH Ж{. 8. WIERA, 0 <a < min is m D " E 
X, m( > 2) 18. 
= |z! < K, << P + К" £. 
< 


Ç (£j u* (x, xa iS Ü, t) — u* |" 
(X WX» Хау Уу! 2 P 


€ n 1 ga/m 
(Z 十 F ККЕ ejm) 
i= 1 


< cer Rem 98, 

Luy = slu — u*)^ n + п S (u — u*)" + nlu — и*)” 

_, (и — u*)" 
Өх, 


v| х0 


*j 


M os 十 2> Ai | 


—a __ yom —u 
+ Alu — u^) + (u — „*уп9* | 


Әх; Әх; Ӧх 
我 们 有 下 面 的 估计 : 
zi anm |L a etinm + L], 


“(и — u)” — т(т — 1)(и — ut) УА нана, 
+ mlu — u*)?^ Su Z mlu 一 u* )" 1 
- [Gm — 1)»(1 + i pl 720 pl? — 2M (1 + 1р|°)] 


> m(u tyr =” 站" 一 2Ma| 


> си — u*) pl? + си — и*)"|р|° — css 


кр m bk m 2 1 + © тт — 1) > 0 


ВУ. т — | 
1 + 48: 之 | z 
[^ +“ > ala 十 1), 2" 2p(1 + | pl?) Z —5 7 — 
_ : у 2 
— as ull tipi) r 
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1 gTa _ _ 
= 0-- 一 - a $ ""(» — 2nn8ce) 


R 
> % l + F a3 
э 


Um 
< Qm nl + lele) 
i—12/m 
T c,(1 + її ar 


$24; 05 ° Olu — и*)" 


X; Ox; 


< c, UE (1 十 |p|*721 p] |u — u*| ==: 
< 2 (ишт) tl) + snm O e| p[ 77, 
2424; Os «c C00 -ai g—2Y ~ 

г] 7х; — $ (1 + )n " 


Ӧх, n R* 


y 2 
< I + p^ Є 
К? 4. 


A т, e 满足 上 述 诸 限制 。 取 a = ›ъ/4су, 把 这 些 估计 代入 Zou 
时 不 等 式 得 : 


Lv > (u — иж)" @ pl? — ¿mm [Pl _ £2) 


25 ^ + can "). 


R: R° 
—a m 2+2. 1— 2/ т 了 ~ 2 
= $ (u 一 u*) C 14 (сол? du — 1: |p| "+1 


` 1 — 
- “u # +i С 155 “ "EST 
=) D = 一 UE "+1 
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noc i ir арыр: таль че. R ыран РАННЕ рр - ҖЫ нА mem ama - c ОСОЛД `. cr a "lt CROCO ER SNR RE" рН УНАА Fall enc cale Alem ECRIRE UE" NGA NO AC NE REA RIEN th АО}. = eus 


` 20 1 
— — _ Сз k Dn+1 
— e= R’ 5 


ERN т 之 2 + 时 成 立 ， 其 中 


- /2 
r 一 (> 3! , D = det (A;;). 
i=1 
取 台 使 上 面 不 等 式 成 立 。 由 此 应 用 Александров 型 极 值 原理 得 : 
sup y(x, г) < c,cg Rem 2 De 
Ix! R,x4,írU, 
Pei ко 
1 


+ cu get pD dat V 
xL R x40 
Dec. RS 
<c l + cgp) RAI? 
НКЗ. 
|&«(0,---, 0, x,, E) —*(0,---, 0, 1) 


a Tdi/m 
< [е 十 св) eet te y 
R^* 


令 £, — 0, їде{т = ð, 二 | 二 一 (一 2 二 中 一 2 就 得 到 


当 ox, xu a 0 () If (34) 3X X ST. 
证 明 (35) 当 x = eee = х, 0 成 并 时 类 似 , 仅 需 更 改 
vlr, t) 的 定义 式 为 : 


(x, t) 一 (1 一 cy EL .( 


FT [Е карз: zxa[ 
* [u(x, z) —u*(0,---,0)], 
(34) 5 (35) 1—18 DU PEJUS DURS H БАИ ЖР BI n], 
引 理 证 毕 . 
关于 9 中 * 满足 Holder 条 件 有 下 面 的 定理 . 
定理 10 FERA «(0<е<1) 5 Cs, {ХИТ n, п, 
= »,0, M, 8, OQ, dam Q М и*є C^?7(0*0) 的 Hoider Ж, 
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Cac nuo on comes e - 


使 当 4, €C"(0)0nC(Q), «и B, и| о == и*, Elk (1), 
(20Н2<ес<3 И, VP,(x!, £), PIG, 2)€ О d. 
(ulz, 0) — un, 1] 
S Cs + св) (|а — zl + | # — envy, 
证 10 d(x) = dlr, 08), p= |а — r) + |# |, Ж 
失 一 般 性 可 设 osx 1. 
- 1 
情况 1. dp p, > С 


应 用 定理 7 得 


1/a 


_1+т 
абаа) — (zt < СУ 


情况 2. dp, < 2 


14 


设 min (Z, 2) = и, WA: 


14 了 : 1 1 
p о, аьр, = min Є 5 г) о 


e= (0 п) < =ç e + < 20, 
当 min (4(z!), 4(22)) > 9922 时 ,应 用 引 理 8 (8. 
(2, P) — «G8, )| < абай, P) — «GP, 0)| + Lu, г) 
— u(4*, 0)| + Jula, 0) — z(a, 0)] 


А (^r GO) ` 
S Cat + ey) min (d(x'), d(32))* E cae! 


< c,(1 + co) pi. 
当 min (d(x!), d(x’)) 
d(x'), WH 


dè) dr) 4-12 — xx р?и? + o < 2р5, 


< 0? 时 , 设 min (dla), 4(z2)) = 


因此 有 


max (2(2), d), (пу, (P) < c phi. 


(36) 
我 们 将 于 情况 4 中 再 考察 它 ， 


情况 3。 dee < 一- p^, dpp, = min (d(x!), d). 


14 
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人 


Ж min (dlr), 4(«х!)) = dlt) = | xt — yl, dl) 一 | 一 
y|, ЖШ y, ує 020, И 
4(x2) = dle, 80) S |e — yi < |х— | + |+! — y'| 
1 2 
< 十 -一 1/0 < Мо 
C. С 


14 14 


4 
| — y <| 2 — #| + | yt — |] + |? 一 + | < = e, 
14 


>м min СА г) — o? , A R = p°’: Ж. 
Iu, P) — ule, 0| < |ба, D) — Cy, ñ) 
+ jul, ñ) — uly’, m) + luly, 2) — uly, c) 


y 4G 十 d(x)? 
ыр 


< Cull + c; + c(| y? — yt 


Lmin(8/nB) 


+ JP nl < e + с?р“ 
当 min (2, P) < o^, 4 min (2, 2) = л, WA: 
P= n + (#-—— t) < oig gr < 20°, 
因此 有 : 
max Íd(x*), d(x?) , (2), (26 Со", (37) 
将 于 下 面 情况 中 考察 它 。 
情况 4。(36) , (37) 为 满足 下 面 不 等 式 的 特 珠 情况 . 
max (4(z!), d(x?), (ze, (ye < capt Pinde, 
取 R 为 常数 ,应 用 5 引 理 9 的 (35) 得: 
|ual, 2) — u(x!, г)| < Call + cg) 


. u 


R 
=< c(l 十 Cg)pC2m no 。 
综合 上 面 诺 情 况 , 定 理 得 证 . 
由 Hilder 条 件 估 计 即 得 出 , 满足 (1), (2) 的 拟 线性 抛物 方 
程 第 一 边 值 问题 的 解 为 存在 ,唯一 。 详 情 可 参阅 LAT. 
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53 有 具 第 二 种 自然 结构 条 件 的 完全 
非 线 性 抛物 方程 解 的 一 些 先 验 估计 
与 第 一 边 值 问 题解 的 存在 、 唯 一 性 


转 到 考察 完全 非 线性 抛物 型 方程 。 设 请 数 ни. ш. me Ys g 
给 定 ， 满 足 2 > >, > 0, 2< z< 3, m, a> 0. koX R” th 
АТАХ, T > 0, Q = Q x (0, T]. FOX RY х $° E 
HEAR F(x, t, u, u; и) (1 den). FÉT x, z, uj, 
Uii 为 C ， 关 于 上 为 C。 设 下 面 结构 条 件 对 (z, 2) € Q, a, 2€ R, 
Ë, X, tis ti € R”, ui, f; € $” DUERME: 

uF (x, t, 4,0, 0) < u + ш, (38) 


(1 11617) < Ура, 
< (1+ D lul), (39) 
| F(z, t5 и, ш, 0)| «aco + Уш), о) 
++ Pa +E el) BINAE el) 
suco X lu + >] usd (1 + wr). Gn 
Feo < M Gu, ш) ( + > са + 18129 

+( + > jusl) > m (1 + > py 

KE ria) + а > ad). (42) 


| F,| < Ми, EN + 3 dug), (43) 


TT 


fa — 
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其 中 М(и), M (u), M,(u, ик) = M (u. tistro ta) 为 变量 的 
ARAR, n= (x, ù, ш, шщ), X. Room КЕЩ К 
[fa 9. 

条 件 (38) —(43) 称 为 二 阶 完全 非 线性 抛物 方程 

us = F(x, ty y usi ‚йу у;) (44) 

的 第 二 种 自然 结构 条 件 . 当 0 — 2 时 , 它 化 为 前 一 章 中 所 述 的 目 
然 结构 条 件 ( 不 妨 称 为 第 一 种 自然 结构 条 件 )， 

设 0*@ 一 08 X 0 < ¿< TyUO X (1 0) 为 8 的 抛物 边 


A. ix 
u| a*o == u* (45) 


为 给 定 的 函数 。 

=] | | coso) < о, u€ C™(O)NC (Q) 满足 (38), (39) 
(44), (45) ET, ú 于 Q 为 有 界 的 证 明 同 前 一 章 定理 1, 因此 下 面 
ЮИ |а| < ule < Мо, (х, 1) € Q, M, 为 仅 与 u, v, ш 
M25 95 | «*| coto 有 关 的 请 数 。 且 把 (40) 改 为 


ЕС, t5 и, ш, O)| < a (1 + D file), 


否则 取 # 5 max М (wu) 的 较 大 者 代替 z B ul, 

P= (x,t), P = (2,7) ht, iE 4(Р„Ё) = (|+ — £|? + |z— 
Д), Fi fuller, — sup ELP) „е себу 的 
P,P € 0 q“ (P, P) 
定义 , 且 Holder Жр [а | сазла, 类 似 节 定 出 A о 
定理 11 i ue CONAC) 为 (44), (45) Н. 
сс» = Mos [а |1с2 tuno; = М, (0 « 8«1). 

i F HE (39), (40). ИЕЛЕ ИК 5 С, 0<а<8, C > 0, 
使 
[асел < CO + Me), 
其 中 < 与 C 仅 依赖 于 n, а, v, o, М, T, OQ K diam Q, 
证 当 (e,r), (22, 7)€9*Q0 时 有 : 
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` =— ———— — m LED u to. mam eno aw - "-Ь L 
"P = — n maa rr на -x 


(ux, 2) — u(x', t) | < max {1 | т#ч-өү 
(|? _ xil? 十 | 2 EN /!| 2/°`)8 


2 2y __. 1 1 
[u(x 02) ulat ғ) — max (1, TAT} M,. 


— 


(| x?— r'|? + E NN e y 
(44) Ej 为 

L u = Аиа; — н, = — Е(х, г, U y Нх; э 0), 
其 中 


№ НУ 10 得 : 
| ul x’, г) 一 u(x', f) — 

"i A o(| x? — x)! + (P — 1)"77)n < CU + м»). 

再 由 
ul, г) -一 и(х*„!\) < 201~2/nNa max {1, 
(Ix? — xt? + | e) ^re | 

. 2a4(1—2/a ul, 2) — ux, г) | 
diam Q PATON 一 一 一 一 一 一 一 一 。 
) } (|x^ — atj? + | — e| 79) 
8 @ = 22/8, 定理 得 证 ， 

定理 12 设 s4*ec"(00 X [0, T])UC'(ŠQ9 X {= 0}), 
t € C2A( Q) 1cCo) 为 (44), (45) А, Н. allco < Mo. iz F 
TA ХЕ. (39), (41), ДЖ: 

|! Ou 
Гам 

其 中 NN 为 00 的 内 法 线 ，C 仅 依赖 于 n, в, v, Mo, ç, T 55 д0. 

证 由 zx 的 双方 非 奇 异 坐 标 变换 可 把 00 的 一 部 分 化 下 成 为 

У рт = {(x, | || < RA Si<n-l), 
х„=0}х{0<у/<1Т}, 
相应 的 8 的 部 分 为 
QR,r = {(х, z)| | z; | < R(1 < {п 一 1), 


= Cil 十 |н * ct? coo голта + [и | ское} 
СаО х0, Т] 
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0<x,< R} x {0 << TCO. 
BE 11 中 一 样 ,把 z, = F 写 为 
С2 ц == 2, A... — и, = —F(z*, z, u, Ux. 0). 
id 
IT 一 上 [exp | 2 [а(х ** *, хь, £) 
2и У 


一 ut (x.t, Xais 0, 1) 一 |, 
P = U., 
则 有 
ŽU = XA, t, U, P, DTD)U。。 — U, 


-£&(a-u*) 


= oO A(x t, uut + e " Р, ...)0,,,, — U, 


2 РР 
=: P e" 24 Aij, иш Uri) ts, mm Wr.) 


— Hiu- u” Qv aca 
+ e ГА | Lu — B gom — й; 2 ) 
Р (a 1X u—u* “u-u 
D ue t Patet ? lup 
ШЕ “* 2 
— |P + ute |? — c, P| °” — с, | 


之 e| P| ° — e| P| *— с, 2 — е, 
记 
п — | 
ө = log U +“ + = oam), v — K— — 0, 


其 中 s 为 小 正 数 , KJER. H K = K, ZAK, E 
w >00 F 00. r, 10< < T), 

T д0һ,т(\{2 = 0} 有 
Ow — K 


Y, 


n-—1i 
l + x,/ R + € > x/ R? 


£ = } 


— exp] 24 [4*(x,, `` y Ж,» 0)—u*(x,, "tts Ennis 0, 0))] 


e 200 ° 


Ou* Ou* | | j| 
° 9***4 n> 0 | X, ya ,, 0, Ü 
E» ( x, X ) Әх, ( t l ) 


K 
—— — с |" || сї x oum = 0, 


> 
2 + (n —1)8 
A 


w| д0 p rom 0 z 0. 
Ш: Г Orr 取 到 最 小 ， 则 于 取 最 小 值 的 点 有 : mr = 0, 
9 ш 22 0, 但 


п — 1 
1 + 482 S R 


с— 22 3i icd 
—— — р —Ma Es 
R> | п — | 2 
( + x,/ REE. > ик) 


і =1 


K 
— Us 
R 


十 - с; 


n-i 
l] + x /R + s >; x;/ R° 


ial 


K v — ип(п + 1)Е «— 


< 一 — - 十 c; < 0, 
R ET 
(1+x/R+s 3:72] 


上 式 当 # < mG Ea 及 KK 一 K。 充 分 大 时 成 了 ， 因此 这 时 


不 能 在 QR,r 中 取 最 小 ， 到 有 w > 0 T+ CR,r。 
Ош 
Өх, 


0 < 


х= R: 


u 用 一 “ 代 蔡 得 0< 5и, | шы < pe 
于 х, = 0 E |2) < R/2 (1<;<n—1) GA 8128409. 
H д9 的 有 限 窗 盖 , 得 到 定理 的 证 明 ， 
定理 13 设 F 满 足 结构 不 等 式 (39), (40), (41). iX 
u € C(O) NCQ) 
为 (44), (45) ИЕН. uz € С (0), VE lalea 和 Мо, иссо 
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Ti -A -JOPAR Цр. 


Mi, X [wet < Мв. WA 
|. [соу < С, 
其 中 C 仅 依赖 于 л, р. V, G, M,» Mı, Ms, diam Q 与 Т. 
МЕ id Шох EM = Ma. = M, €N 2 时 ,定理 已 为 真 , 因 
此 设 М, 之 V 2. 设 М, == z (Poa), Po = (x°, ). 柱 体 
о 1 c 1. 0 
te ОП 0 < +-, і ы <<} 
记 为 €... FONO 考察 函数 
v(x, t) = (х, DIEM + ®М[и( x, z) 一 u( x°, )], 
其 中 6 为 常数 将 于 下 面 定 出 。n(x, ғ) 为 截断 函数 ,满足 : 
0 < у(х, 1) < 1, пх", z) = 1, | a*a, == 0, LM < 0M, 
KERA S с,М@, En < Mi, 
Bep Р(х, п) 点 取 到 最 大 , 则 有 : 
Mi= (Ру) < v(P,) = 3 (P,)| u (P,)|? 十 aMji[«(P1) — «( P.) ]' 
< POIu(P)|’ + амм} (46) 


情况 1. aM3M7” > P 
这 情况 下 有 


M; < (2aM 3). 


情况 2. aMiM;" < 7> P € Ә*(О»Г\ О). 


ЕН (46) 得 : 
M, (2M1)'^, 


情况 3. «МЪМ:® < —, р,є Q0. 
Н (46) 得 : 
1 М 
#(Р,) > 一 一 ， — < |н, (Р,)| « Mi. (47) 
V2 М? 


Lo = УЕ, гы + Ру, — и; 


id 
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由 于 v 于 P, 取 最 大 有 : 
0:> Z v|, = |а| (О) + m CE nul?) + 22F, (m°), 
(19.12). + 2aMilu(P,) — (Pa) |] и | 
+ 2&М: 2, Ё 
| “Ол = | XLF O0); + ЕС), — Orl 


g @—1 
<0 + |a 1 + Lt |P E lr + 102) 
= 1c lel 


U zitbx 1. 


M €5M i + CM $, 
(Гр = lul, irl а Ја.) 
< (| t| ^) = 22 Me L ue, T 1922 P m 


dF 
| <и, | um DF uiuis) T > FQ) un dx 


= |F,u,, FG] So + [p + Lu 
tiri + |p), 
| e «| = | EF utr + Еи, — F| 
< c [1 + |p|° + | r| (1 + iel], 
结合 上 述 四 个 不 等 式 及 (47) 得 : 
2a»(1 + | pl 7I pl* + vl + 1 p] 2)1r12 
< 2a» MÍO 十 | pl 7)| pl? + 2»2'C1 + 00171 rl? 
< 2a M32LF ,; stu; + 20 DLP uiti eus; 
< wl? gv 28] Xi p u, | 2l Е, Gs, 
. Си. 12) 十 2«М;| «(P,) — wu(Po) | |L u| 
< ep? + Iri lol) + coll plt + [rl||p|9 5) 
因此 有 : 
alpit + | Ipl? [Рр cull 
T cux | p| 十 cual p]? * ||| 
+ culpl*** + cal + 1)| p] 77. 
取 a = 2с, 得 : 
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HMM LT Ы or E mi H Tet sim > жарыштын и-н ЖЕРШЕ аай 


i У 
M: <V 21p| «V 2 Е 


Cu 
结合 情况 1, 2, 3 得 : 
M, max [eu MA (2M1y^, / 2 [aco] jJ 
定理 证 毕 ， 
上 面 已 证 明了 dede AR, 因而 第 二 类 结构 不 等 式 在 此 情 
况 下 与 第 一 类 结构 不 等 式 化 为 一 样 。 由 此 11и, сло, lelero, 
| сеатолс 的 估计 均 可 应 用 前 一 章 的 结果 得 出 ， 
第 一 边 什 问题 解 的 存在 、 唯 一 性 证 明 与 前 章 $7 关 似 , 但 略 有 凑 
别 如 下 : 前 章 $7 的 (11) 式 用 | 
u, == (1. — к)(1 + |u|?) Au + кЕ(х, t, и, Uzis иҗ)» 
(x, z) € Q 
КЕ. 前 章 $7 的 (13) 式 用 下 式 代 替 ， 
(o — и), = (1 — ж)[(1 + l PPTA o — у 
+ (e — 2)(1 + dui? ) "wi (о. — и.) 
+ k[21a; (6 — м), + 6,00 — и), + cv — w)] 
+ (1 — &) E + zH + (к, — &k)G, 
其 中 
(aijo bis c, ф) = (Fro Fu, Fos F)(r, t, °, us иҗ)» 
(E (1 |w | "Aw — (1 + КАРАА Aw 
— (1 + 142|2)?^7' AC» — и) — (ç — 2) 
e (1 + dui] 2 w — °), 
G= F(z,t, W, wi, ш...) — Í — Pa; (w — M airi 
一 2;b,( r — u) — elw — ш), 
Н = (1 + |u2|)977 Aw — f, 
C, НАМАЗА. ХЕ F(x, t, Wy, Wes ш) = (14 
Le.) Aw ROAR. С. [Ит E 的 估计 与 С 一 样 。 故 导 出 
le 一 wet 的 估计 与 过 去 一 样 。 又 
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Je — willeste < KAQ — LEW?) — EQY?)] 
+ к|С(х, f. №) m G(x, T и!) lc, 
因此 它 的 估计 也 与 过 去 一 样 .这样 就 证 得 第 一 边 值 问题 解 为 存在 、 
瞧 一 。 


{+ 


-一 iain bill EL таса, онутто атак ои dEi MAH E AM E EET. ME Er P =; 2 , "n 


h № 


本 书 仅 写 出 了 部 分 拟 线 性 方程 与 完全 非 线 性 方程 的 部 分 材 
料 。 许 多 重要 方面 未 涉及 ， 例 如 完全 非 线 性 方程 的 斜 微 识 边 值 间 
题 ,完全 非 线性 方程 的 应 用 等 等 均 未 谈 到 ,这 些 缺 陷 只 能 俊 将 来 进 
行 补足 。 
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F 号 索 引 


_ 般 表示 有 界 (联络 ) 开 区 域 


Q 
О ОНЯ 
09 ”0 的 边界 


CC 4CCB 表 示 A4CB 

Q Qcco | : 

Iz, 4) нА ARER, d(x, 4) = inf ху 

Q,  Q,CO H 4(0,, 80) = p 

d, d, = d(x, OQ) 

dey dy = min (dz, d,) 

Q 一 般 表示 柱 体 区 域 0 x (0, T] 

8*0 OQ 的 抛物 边界 ;, 即 Ə*Q =Q Xx {г = 0000 X [0, T] 

Q' осо H 4(09,8*Q)20 

0, Е ОСО Н. d( О», O*Q) = p 

dp A P= (x, :) 与 柱 体 8 的 09 — 

dpp, dp p, = min (dp,, dp,) 

K(p), B, 均 表 示 半 径 为 ? 的 球体 

B,(x?) 半径 为 p, 中 心 为 * 的 球体 (xlix — x1 <р} 

Ka) e= (rns xD) 为 中 心 ， 边 长 为 2R 的 正方 体 1x| 
Ix; 01 < R, (1«&:«)) 

Kr(x , i) Rr(x°) X (P — R*, 0) 

Кк, kr(0) X (0, T) 


V ”对 于 所 有 
d FE 


2 使 
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— cos o p ,i A co Hine im rp rh erie -e . MAE . итал а аә A mE eR RP Оо ін IA IE dn PL 


+ ӨҢ 

14| 集合 4 的 测度 , 即 |A] = mes A 

а.е. 几乎 处 处 

Ou/ ÖN AN 表示 边界 曲面 的 法 线 方向 ，9x/ ӨМ 表示 在 曲面 上 = 

RS ES [RI PARE , —JË N RJ 25 IRIS BS ER PS nb 

R 所 有 实数 构成 的 一 维 欧 氏 空间 

К 所 有 正 实数 

К” n 个 实数 组 成 的 ” HEBR ES 25 [RI 

TM л 维 欧 氏 空 间 中 单位 球面 积 , 即 m 一 1 维 单位 球面 积 

к, п 维 欧 色 空 间 单 位 球体 积 

ld, 040, = Ца", чо елаз 

Се 1 是 (oo r AAR AT х, х, D R RESET PG Н. 
КУХНЕ а(0<а<1) 次 的 Holder 条 件 

Ch и (х, x, 4) 的 函数 ， 对 zoo, x. 二 次 连续 可 
做 ,对 :一 次 连续 可 做 

мна a. 0 «i Ln) 与 和 对 x 满足 1 次 ,对 :满足 

1/2 次 的 Hilder 条 件 (0 < 1 < 1) I 
Mao (9) ECO) (0 <а<1), ufa B: Hilder 系数 记 
为 [а |2,0 | 
LII u(x, 1) Є C(O), O = Q x (0, T], Halder 系数 
u( x, 1) — ult, i | 
"PCT ire = eo 

Ws(Q) 于 区 域 9 中 《次 弱 微 商 均 属于 Lr(8Q) 的 函数 空间 

иа) WCO) 中 在 60 附近 为 零 的 函数 , 按 W (Q) 的 范 数 取 
闭 包 的 毅 数 空间 .也 是 Cola) 按 wie) ЧИ 
TRAD [н]. 

DC) 于 柱 体 区 域 0 = x (0, T] RX x АК, 
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t 弱 微 商 k/2 КОЙ ЈЕВ) ЕТ LO) Ж 


数 空间 
at а* = max (a, 0) 
a a = min (a, 0) 


sup (inf) 上 界 ( 下 界 ) 
ess sup(ess inf) ess sup f(x) 为 除 挥 9 内 测度 为 零 集合 而 外 的 


EL Cess inf Ka) 为 相应 的 下 界 ) 
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